Zkouska z Komplexni analyzy 1 (VZOR)
LS 2013-2014

P¥iklad 1: Rozlozte funkci cotg? z na ,parcialni zlomky“. (Pouzijte Cauchyovu
metodu, tj. Vétu VI.21 z prednésky.)

Priklad 2: Dokazte Vétu VIL7” z prednasky, tj. Necht G C C je oteviena,
M cC\Gac:M— {l,c0}. Predpoklidejme, %e kazda komponenta mnoziny
C \ G obsahuje bud hromadny bod mnoziny M nebo takové m € M, pro které
je c(m) = oo. Necht' Y je mnozina vSech racionalnich funkci s pdly jen v bodech
mnoziny M ; pficemz, je-li ¢(m) = 1, je nasobnost pélu v bodé m nejvyse 1. Pak
Y je hustd v H(G).

Névod:

(a) Zformulujte analogickou vétu pro funkce holomorfni na kompaktni mnoziné
K. (Tj. pfislusnou analogii Véty VIL.7 z prednasky).

(b) Popiste, jak se pro ditkkaz zformulované véty pouzije Hahn-Banachova véta.

(c) Necht L je spojity linearni funkciondl na C(K). Popiste, jak se definuje
mu piislusna funkce g holomorfni na C \ K spliujici g(co) = 0 a co pro ni
plati.

(d) Ukazte, ze je-li L(h) = 0 pro kazdou racionalni funkci h spliiujici pod-
minky uvedené ve vété, je funkce g konstantné rovna nule. (Pouzijte vétu
o jednoznac¢nosti na kazdé komponenté C\ G, predpoklad na L a to, jak g
reprezentuje L.)

(e) Dokoncete dtikaz véty zformulované v bodé (a).

(f) Ukazte, jak z véty formulované v bodé (a) plyne pozadovand véta. (Analog-
icky jako v dtikazu Véty VII.7’ z prednasky pouzijte vycerpani kompakty
(Lemma VII.2), ukazte, Ze kazdy z kompakti K, spliiuje predpoklady véty
z bodu (a) a tu pouzijte.)

Priklad 3: Necht G = U(0,1) \ [0,1). Najdéte konformni (tj. prosté holomorfni)
zobrazeni G na U(0, 1).
Névod:

(a) Vysetiete, kde je holomorfni a prosta funkce m4 /5 a kam zobrazuje mnozinu

(b) Dokazte, Ze Zukovského funkce g(z) = 2(z + 1) zobrazuje pilkruh {z €
C:|z] <1a Imz > 0} na polorovinu {z : Im z < 0}. (Rozmyslete si, kam
se zobrazuje hranice. To muzete vyuZit pfi feseni.)

(c) Najdéte linedrni lomené zobrazeni, které zobrazuje uvedenou polorovinu
na U(0,1).

(d) Zkombinujte dosazené vysledky a dokoncete FeSeni.

Orienta¢ni hodnoceni:

Na vypracovéani jsou 3 hodiny. Ke slozeni zkousky je tfeba vyfesit alespon 50%, na
znamku velmi dobte alespon 60%), na znamku vyborné alespon 75%. Tyto hodnoty
jsou orientacni, pripadné nejasnosti je mozné vyjasnit v rdmci nasledného tistniho
pohovoru.



