V1.2 Rouchéova véta a jeji dasledky

Véta 5 (princip argumentu).  Necht G C C je oblast, ' cykl takovy,
ze (I') C G a pro kazdé a € C\ G je indra = 0. Necht f € M(G) na (I')
nabyva jen konecnych nenulovych hodnot. Je-li a € G korenem funkce
f, ozna¢me Ny(a) jeho nasobnost. Ma-li funkce f v bodé a € G pdl,
oznac¢me Py (a) jeho ndsobnost. Pak plati:

Z N¢(a) -indra — Z Ps(a) -indra =

a€G,f(a)=0 a€qG, f(a)=00
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Véta 6 (Rouchéova véta pro cykl).  Necht G C C je oblast, I' cykl
takovy, ze (I') C G a pro kazdéa € C\G jeindra = 0. Necht f,g € M(G)
spliuji pro kazdé z € (T')

[F(z) = g(2)] <[f(2)].

Pak (pri znaceni z Véty 5)

Z N¢(a) -indra — Z Ps(a) -indra =

a€G,f(a)=0 a€G,f(a)=00

= Z Ny(a) -indra — Z P,(a) - indr a.

a€G,g(a)=0 a€G,g(a)=00

Véta 7 (Rouchéova véta pro kompakt).  Necht K C C je kompaktni
mnoZina a ! = Int K. Necht' f,g jsou spojité funkce definované na K
s hodnotami v C, které jsou meromorfni na ). Predpokladejme, ze pro

kazdé z € OK plati |f(z) — g(2)| < |f(2)|. Pak (pfi znaceni z Véty 5)

Yo Ni@- Y, Pila)= ) Ny(@- Y Pyla)

a€, f(a)=0 a€, f(a)=o00 a€N,g(a)=0 a€f,g(a)=c0



Dusledek 8. Nechta € C, R > 0, f je holomorfni naU(a, R), b = f(a)
a funkce f—b ma v bodé a koren nasobnostip € N (tj. f nabyva své hodnoty
v bodé a p-ndsobné). Pak existuje r € (0,R) a p > 0 tak, ze pro kazdé
w € P(b,p) funkce f nabyva hodnoty w v pravé p riznych bodech z
Ua,r).

Diusledek 9. Nechta € C, R > 0, f je holomorfni na P(a, R) a ma v
bodé a pdl nasobnosti p € N. Pak existuje r € (0, R) a M > 0 tak, Ze pro
kazdé w € C, |w| > M, f nabyva hodnoty w v pravé p riznych bodech z
P(a,r).

Véta 10 (véta o otevieném zobrazeni).  Necht Q C C je oblast a f je
nekonstantni meromorfni funkce na (). Pak f je oteviené zobrazeni, tj.
f(G) je oteviena podmnozina C pro kazdou G C ) otevienou.

Véta 11 (véta o lokdlni existenci inverzni funkce).  Necht f je funkce
holomorfni na okoli bodu a € C a f'(a) # 0. Pak existuje r > 0 s
nasledujicimi vlastnostmi:

(i) f je prosta na Ul(a,r);
(ii) G = f(U(a,r)) je oteviend mnozina;
(iii) inverzni funkce f~1 je holomorfni na G a pro kazdé z € G plati

Véta 12.  Necht f je funkce meromorfni na oteviené mnoziné ) C C.
Oznacme M = {a € Q : f(a) = oco}. Predpokladejme, Ze f je prosta
na Q0 \ M. Pak mnozina M obsahuje nejvyse jeden bod a, pokud néjaky
obsahuje, je v ném pdl ndsobnosti 1. Navic pro kazdé z € (2NC)\ M je
f'(z) #0, f je prosta na § a inverzni funkce k f je meromorfni na f(£2).



