Konkavni funkce — oddil V.8

Uvadim zde vysvétleni a komentare k oddilu V.8. Znéni definic a vét
neopisuji, odkazuji na text dostupny na webu.

K definici konvexni mnoziny:

e Konvexni kombinace: Pokud z,y € R" at € [0, 1], pak tx + (1 —t)y =
x4+ (1 —t)(y — x) je bod na tsecce spojujici z a y, jehoz vzdalenost
od z je (1 — t)-nasobek vzdélenosti z od y (déli tedy tsecku v poméru
(1 —t) : t. Tlustruje to nasledujici obréazek.

Bod tx 4 (1 — t)y déli usecku zy v poméru (1 —t) : ¢ (Cervend ¢ést ku
modré ¢ésti).

e Proto body tz + (1 —t)y, t € (0,1), vypliuji usecku zy. (Prot = 0
dostaneme bod y, pro t =1 bod x, pro t = % stied usecky xy.)

e Mnozina M je konvexni, pokud pro kazdé dva body z,y € M i cela
usecka xy je obsazena v M. To je geometricky vyznam uvedené analy-
tické definice.

e Priklady konvexnich mnozin: Trojihelnik, ¢tverec, obdélnik, kruh (v
roviné
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Konvexni podmnoziny R jsou: prazdna mnozina, jednobodové mnoziny
a intervaly (vSech typu).

Obecné mnozina B(z,r) je konvexni v R™.

Ciceni: Dokazte samostatné s pouzitim definic a trojihelnikové nerov-
nosti.

e Prunik dvou (nebo i vice) konvexnich mnozin je opét konvexni mnozina.
To je ziejmé z definice: Pokud body x,y patri do pruniku mnozZin, pak
patri do kazZdé z nich. Jsou-li ty mnoZiny konvexni, pak usecka xy je
obsazena v kaZdé z nich, tedy i v pruniku.



e Sjednoceni dvou konvexnich mnozin nemusi byt konvexni mnozina:

Obé mnoziny — modré i cervend jsou konvexni, jejich sjednoceni nikoli.
K Véte V.20:

e Dulezité predpoklady: G je konvexni (aby obsahovala tisecku ab); G je
oteviend a f € C'(G) (aby $lo pouZit vétu o derivaci slozené funkce).

e Dukaz pron = 2:
— Definujme si pomocnou funkci
p(t) = f(tat+(1=1)b) = f(b+t(a—b)) = f(bi+t(a1—by), ba+t(az—b2))

prot € (0,1).

Komentar: Je to vlastné funkce f na iseéce ab. Je o(0) = f(b),
o(1) = f(a), ¢(t) = hodnota f v prislusném bodé usecky ab.

Tato funkce je dobfe definovéna na intervalu (0, 1), protoze mnozina
G je konvexni, a tedy usecka ab je v ni obsazena.

— Funkce ¢ je spojitd na intervalu (0,1). Je to slozend funkce, kdy
vnejsi funkee f je tiidy C', a tedy spojitd, a vnitini funkce (¢t —
by +t(a; — by) at— by +t(az — by)) jsou spojité.

— Funkee ¢ je tifdy C! na intervalu (0,1). To plyne z Véty V.14. Ze
vzorecku v této vété navic plyne, ze pro ¢ € (0, 1) plati

0
¢'(t) = 8_£(b1 +t(ar — 1), b2 + t(az — b2)) - (a1 — by)
of
+ 0_y<b1 +t(ar — b1),ba +t(az — b2)) - (a2 — ba).

Pozndmka: Vijraz a; — by je derivaci funkce t — by + t(a; — by).
(Podobné pro as — bsy.)



— Funkce ¢ tedy na intervalu (0, 1) spliuje predpoklady Lagrange-
ovy véty (Veta IV.33), a tedy podle této véty existuje to € (0, 1),
pro které plati

©(1) = @(0) = ¢'(to) - (1 = 0) = ¢'(to).

— Pokud do tohoto vzorce dosadime za ¢ a pouzijeme vySe uvedeny
vzorec pro ¢, dostaneme

af

f@) = F(B) = Z (b1 + tolar = by), by + tofaz = b)) - (a1 — by)
of
+ 8_3/(61 +to(ar — bi), ba + to(az — b)) - (ag — b2)
= %(toa + (1 —to)b) - (a1 — b1)
of
+ a—y((toa + (1 —t0)b) - (a2 — b2).

To je presné to, co jsme chtéli dokazat.
e Dukaz pro obecné n je stejny, jen vyraz na pravé strané ma n sc¢itancu.

e Vyznam této véty je podobny jako vyznam Lagrangeovy véty pro funkce
jedné proménné. Rozdil oproti slabé Lagrangeové vété (Véta V.11) je
v tom, ze zde dostame jeden bod na tsecce ab, zatimco ve Véte V.11
dostaneme n (ruznych) bodu v prislusném obdélniku.

K definici konkavnich, ryze konkavnich, konvexnich a ryze kon-
vexnich funkeci:

e Konkavni funkce definujeme pouze na konvexni mnoziné. Duvod je ten,
ze chceme, aby pro kazdou dvojici bodu a,b € M bylo f(ta+ (1 —t)b)
definovano.

e Definice konkavnosti je velmi podobna definici z oddilu IV.7. Pokud
n = 1 a M je interval, pak pojem konkavni funkce na mnoziné M
splyva s pojmem konkavni funkce na intervalu z oddilu IV.7.

e f je konkavni na M, prave kdyz je konkavni na kazdé tsecce obsazené
v M.



=: Tato implikace je snadna. Usecka je konvexni mnozina. Déle, je-li f
konkavni na M, je jisté konkavni i na kazdé konvexni podmnoziné

M.

<: Predpokladejme, ze f je konkavni na kazdé tsecce obsazené v
M. Dokazme, Ze je konkadvni na M. Vezméme tedy a,b € M a
t € [0,1]. Diky tomu, ze f je konkdvni na tsecce ab, plati

flta+ (1 =1)b) > tf(a) + (1 —1)f(b).
A to je pTresné to, co bylo treba dokazat.

e f je konkdvni na tdsecce ab, pravé kdyz funkce o(t) = f(ta + (1 — t)b)
je konkavni na intervalu (0, 1).
Ndvod k dikazu: Pokud a # b, pak zobrazeni v : (0,1) — ab je prosté a

na. Navic spliuje (tx+(1—1t)y) = t(x)+ (1 —1t)(y) pro xz,y € (0,1)
ate(0,1). Viz obrdzek.

Pritom plati o(t) = f((t)) prot € (0,1) a f(z) = (Y~ (x)) pro x 2
usecky ab.

e Analogické ekvivalence plati pro ryze konkavni funkce, pokud uvazujeme
skuteéné (nedegenerované) usecky.

e Funkce f je (ryze) konvexni na M, praveé kdyz —f je (ryze) konkavni
na M.

K Véte V.21:

e Dukaz délat nebudeme. Neni sice prilis tézky, ale tak trochu trikovy.



e Piedpoklad, ze G je oteviend je podstatny. Pokud G neni oteviena,
nemusi byt f spojitd v hrani¢nich bodech G vzhledem ke G.

0 z=0nebox=1

Priklad: Funkce f(z) = je konkavni na inter-
1 z€(0,1)

valu (0, 1), ale nenf spojitd na (0, 1). Jeji graf:
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e Ndvod k dikazu pron = 1: Necht f je konkdvni na otevieném intervalu
(a,b). Pomoci Vet IV.37 a IV.9 ukazte, Ze f md v kazdém bodé intervalu
(a,b) vlastni derivaci zprava i zleva. Z toho odvod'te, Ze je v kazdém bodé
spojitd zprava i zleva, tedy spojita.

K Véte V.22:
Diikaz je snadny: Necht z,y € Q, at € (0,1). Pak

flr+ (1 =t)y) > tf(x) + (A =1)f(y) = ta+ (1 - Ha= o

Prvni nerovnost plyne z toho, ze f je konkavni. Druha z toho, ze z,y € Q,,
atedy f(z) > aa f(y) > o
Dokazana nerovnost znamend, ze tx + (1 —t)y € Q,, ¢imz je dukaz hotov.



