
Konkávńı funkce – odd́ıl V.8

Uvád́ım zde vysvětleńı a komentáře k odd́ılu V.8. Zněńı definic a vět
neopisuji, odkazuji na text dostupný na webu.

K definici konvexńı množiny:

• Konvexńı kombinace: Pokud x, y ∈ Rn a t ∈ [0, 1], pak tx+ (1− t)y =
x + (1 − t)(y − x) je bod na úsečce spojuj́ıćı x a y, jehož vzdálenost
od x je (1− t)-násobek vzdálenosti x od y (děĺı tedy úsečku v poměru
(1− t) : t. Ilustruje to následuj́ıćı obrázek.

x

1− t

yt

tx+ (1− t)y

Bod tx+ (1− t)y děĺı úsečku xy v poměru (1− t) : t (červená část ku
modré části).

• Proto body tx + (1 − t)y, t ∈ 〈0, 1〉, vyplňuj́ı úsečku xy. (Pro t = 0
dostaneme bod y, pro t = 1 bod x, pro t = 1

2
střed úsečky xy.)

• Množina M je konvexńı, pokud pro každé dva body x, y ∈ M i celá
úsečka xy je obsažena v M . To je geometrický význam uvedené analy-
tické definice.

• Př́ıklady konvexńıch množin: Trojúhelńık, čtverec, obdélńık, kruh (v
rovině)

Konvexńı podmnožiny R jsou: prázdná množina, jednobodové množiny
a intervaly (všech typ̊u).

Obecně množina B(x, r) je konvexńı v Rn.

Cvičeńı: Dokažte samostatně s použit́ım definic a trojúhelńıkové nerov-
nosti.

• Pr̊unik dvou (nebo i v́ıce) konvexńıch množin je opět konvexńı množina.
To je zřejmé z definice: Pokud body x, y patř́ı do pr̊uniku množin, pak
patř́ı do každé z nich. Jsou-li ty množiny konvexńı, pak úsečka xy je
obsažena v každé z nich, tedy i v pr̊uniku.
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• Sjednoceńı dvou konvexńıch množin nemuśı být konvexńı množina:

Obě množiny – modrá i červená jsou konvexńı, jejich sjednoceńı nikoli.

K Větě V.20:

• Důležité předpoklady: G je konvexńı (aby obsahovala úsečku ab); G je
otevřená a f ∈ C1(G) (aby šlo použ́ıt větu o derivaci složené funkce).

• Důkaz pro n = 2:

– Definujme si pomocnou funkci

ϕ(t) = f(ta+(1−t)b) = f(b+t(a−b)) = f(b1+t(a1−b1), b2+t(a2−b2))

pro t ∈ 〈0, 1〉.
Komentář: Je to vlastně funkce f na úsečce ab. Je ϕ(0) = f(b),
ϕ(1) = f(a), ϕ(t) = hodnota f v př́ıslušném bodě úsečky ab.

Tato funkce je dobře definována na intervalu 〈0, 1〉, protože množina
G je konvexńı, a tedy úsečka ab je v ńı obsažena.

– Funkce ϕ je spojitá na intervalu 〈0, 1〉. Je to složená funkce, kdy
vněǰśı funkce f je tř́ıdy C1, a tedy spojitá, a vnitřńı funkce (t 7→
b1 + t(a1 − b1) a t 7→ b2 + t(a2 − b2)) jsou spojité.

– Funkce ϕ je tř́ıdy C1 na intervalu (0, 1). To plyne z Věty V.14. Ze
vzorečku v této větě nav́ıc plyne, že pro t ∈ (0, 1) plat́ı

ϕ′(t) =
∂f

∂x
(b1 + t(a1 − b1), b2 + t(a2 − b2)) · (a1 − b1)

+
∂f

∂y
(b1 + t(a1 − b1), b2 + t(a2 − b2)) · (a2 − b2).

Poznámka: Výraz a1 − b1 je derivaćı funkce t 7→ b1 + t(a1 − b1).
(Podobně pro a2 − b2.)
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– Funkce ϕ tedy na intervalu 〈0, 1〉 splňuje předpoklady Lagrange-
ovy věty (Věta IV.33), a tedy podle této věty existuje t0 ∈ (0, 1),
pro které plat́ı

ϕ(1)− ϕ(0) = ϕ′(t0) · (1− 0) = ϕ′(t0).

– Pokud do tohoto vzorce dosad́ıme za ϕ a použijeme výše uvedený
vzorec pro ϕ′, dostaneme

f(a)− f(b) =
∂f

∂x
(b1 + t0(a1 − b1), b2 + t0(a2 − b2)) · (a1 − b1)

+
∂f

∂y
(b1 + t0(a1 − b1), b2 + t0(a2 − b2)) · (a2 − b2)

=
∂f

∂x
(t0a+ (1− t0)b) · (a1 − b1)

+
∂f

∂y
((t0a+ (1− t0)b) · (a2 − b2).

To je přesně to, co jsme chtěli dokázat.

• Důkaz pro obecné n je stejný, jen výraz na pravé straně má n sč́ıtanc̊u.

• Význam této věty je podobný jako význam Lagrangeovy věty pro funkce
jedné proměnné. Rozd́ıl oproti slabé Lagrangeově větě (Věta V.11) je
v tom, že zde dostame jeden bod na úsečce ab, zat́ımco ve Větě V.11
dostaneme n (r̊uzných) bod̊u v př́ıslušném obdélńıku.

K definici konkávńıch, ryze konkávńıch, konvexńıch a ryze kon-
vexńıch funkćı:

• Konkávńı funkce definujeme pouze na konvexńı množině. Důvod je ten,
že chceme, aby pro každou dvojici bod̊u a, b ∈M bylo f(ta+ (1− t)b)
definováno.

• Definice konkávnosti je velmi podobná definici z odd́ılu IV.7. Pokud
n = 1 a M je interval, pak pojem konkávńı funkce na množině M
splývá s pojmem konkávńı funkce na intervalu z odd́ılu IV.7.

• f je konkávńı na M , právě když je konkávńı na každé úsečce obsažené
v M .
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⇒: Tato implikace je snadná. Úsečka je konvexńı množina. Dále, je-li f
konkávńı na M , je jistě konkávńı i na každé konvexńı podmnožině
M .

⇐: Předpokládejme, že f je konkávńı na každé úsečce obsažené v
M . Dokažme, že je konkávńı na M . Vezměme tedy a, b ∈ M a
t ∈ [0, 1]. Dı́ky tomu, že f je konkávńı na úsečce ab, plat́ı

f(ta+ (1− t)b) ≥ tf(a) + (1− t)f(b).

A to je přesně to, co bylo třeba dokázat.

• f je konkávńı na úsečce ab, právě když funkce ϕ(t) = f(ta + (1− t)b)
je konkávńı na intervalu 〈0, 1〉.
Návod k d̊ukazu: Pokud a 6= b, pak zobrazeńı ψ : 〈0, 1〉 → ab je prosté a
na. Nav́ıc splňuje ψ(tx+(1−t)y) = tψ(x)+(1−t)ψ(y) pro x, y ∈ 〈0, 1〉
a t ∈ 〈0, 1〉. Viz obrázek.

0 1

a

b

ψ

x

ψ(x)

Přitom plat́ı ϕ(t) = f(ψ(t)) pro t ∈ 〈0, 1〉 a f(x) = ϕ(ψ−1(x)) pro x z
úsečky ab.

• Analogické ekvivalence plat́ı pro ryze konkávńı funkce, pokud uvažujeme
skutečné (nedegenerované) úsečky.

• Funkce f je (ryze) konvexńı na M , právě když −f je (ryze) konkávńı
na M .

K Větě V.21:

• Důkaz dělat nebudeme. Neńı sice př́ılǐs těžký, ale tak trochu trikový.
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• Předpoklad, že G je otevřená je podstatný. Pokud G neńı otevřená,
nemuśı být f spojitá v hraničńıch bodech G vzhledem ke G.

Př́ıklad: Funkce f(x) =

{
0 x = 0 nebo x = 1

1 x ∈ (0, 1)
je konkávńı na inter-

valu 〈0, 1〉, ale neńı spojitá na 〈0, 1〉. Jej́ı graf:

0 1

• Návod k d̊ukazu pro n = 1: Necht’ f je konkávńı na otevřeném intervalu
(a, b). Pomoćı Vět IV.37 a IV.9 ukažte, že f má v každém bodě intervalu
(a, b) vlastńı derivaci zprava i zleva. Z toho odvod’te, že je v každém bodě
spojitá zprava i zleva, tedy spojitá.

K Větě V.22:

Důkaz je snadný: Necht’ x, y ∈ Qα a t ∈ 〈0, 1〉. Pak

f(tx+ (1− t)y) ≥ tf(x) + (1− t)f(y) ≥ tα + (1− t)α = α.

Prvńı nerovnost plyne z toho, že f je konkávńı. Druhá z toho, že x, y ∈ Qα,
a tedy f(x) ≥ α a f(y) ≥ α.

Dokázaná nerovnost znamená, že tx+(1− t)y ∈ Qα, č́ımž je d̊ukaz hotov.
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