K oddilu V.9 — Kvazikonkavni funkce

K definici kvazikonkavnich funkeci:

e Stejné jako konkavni funkce, i kvazikonkavni funkce se definuji na kon-
vexni mnoziné. Duvod k tomu je stejny.

e Porovnani konkavnich a kvazikonkavnich funkci na intervalu: Méjme
funkci f definovanou na intervalu I.

— f je konkavni na I, pokud pro kazdou dvojici bodu a < b v I ¢ast
grafu f na intervalu (a,b) lezi nad piislusnou se¢nou ke grafu (tj.
nad pfimkou spojujici body [a, f(a)] a [b, f(D)];

— f je kvazikonkavni na I, pokud pro kazdou dvojici bodua < bv I
¢ast grafu f na intervalu (a, b) lezi nad mensi z hodnot f(a), f(b).

Tento rozdil je ilustrovan na nasledujicich na nasledujicich obrazcich.

Na levém obrazku je graf konkavni funkce. Pro zvolenou dvojici bodu
¢ast grafu mezi nimi lezi nad sec¢nou.

Na pravém obrazku je kvazikonkavni funkce, co neni konkavni. Pro
zvolenou dvojici bodu je ¢ast grafu mezi nimi pod se¢nou, ale nad
mensi z funkénich hodnot v krajnich bodech.

e Kvazikonkavni funkce jedné proménné:

— Je-li funkce f na intervalu monoténni (tj. neklesajici nebo neros-
touci), pak je kvazikonkavni.



Duvod je ten, ze pokud f je monoténni na intervalu I a a,b € I,
pak v bodech mezi a,b nabyva f hodnot mezi f(a) a f(b), tedy
urcité nad mensi z téchto hodnot.

— Kvazikonkavni funkce na otevieném intervalu nemusi byt spojita
(protoze monoténni funkce nemusi byt spojitd). To je dalsi rozdil
oproti konkavnim funkcim.

— Funkce f je kvazikonkavni na intervalu I, pravé kdyz plati jedna
z nasledujicich tii moznosti:
x f je neklesajici na I;
x f je nerostouci na [;
x existuje ¢ € I, ze [ je neklesajici na I N (—o0,¢) (tj. na levé
¢asti I) a f je nerostouci na I N (¢, +00) (tj. na pravé ¢éasti I);
% existuje ¢ € I, ze [ je neklesajici na I N (—o0,¢) (tj. na levé
¢asti I) a f je nerostouci na I N {c, +00) (tj. na pravé casti I).
Ndvod k dikazu (pro zdjemce): Jedna implikace je snadnd — pokud
je splnéna jedna z podminek, je f kvazikonkduvni.
Obrdcend implikace: Predpokladejme, Ze f je kvazikonkavni na I.
Ukazte ndsledugici pomocnd tvrzeni:
x Necht a < b a f(a) < f(b). Pak pro kazdé v € (—oo0,a) NI
plati f(z) < f(a). (Pouzijte definici.)
x Necht a < b a f(a) < f(b). Pak f je neklesajici na (—oo,a) N
I. (Pouzijte predchozi krok.)
x Analogicky dokazte, Ze pokud a < b a f(a) < f(b), pak [ je
nerostouci na (b, +00) N I.
x Predpoklddejme, Ze f neni nerostouci. To znamend, Ze existuji
a,b € I spliujici a < b a f(a) < f(b). Pak podle predchozich
kroku je f meklesagici na I N (—o0,a). Definujme mnozinu

M = {z € R;IN(—o00,z) # 0& [ je neklesajici na IN(—oo,x)}

Tato mnoZina je neprazdnd (a € M ). Pokud neni shora ome-
zend, pak [ je neklesajici na I.

Predpoklddejme, Ze M je shora omezend. Oznacéme ¢ = sup M.
Pak ¢ € I (jinak by i vSechna vétsi ¢isla patrila do M) a f
je neklesajici na I N (—oo,c). Pokud ¢ je koncovy bod I, pak
urcité plati ctvrtd moznost.



Predpoklddejme, Ze ¢ neni koncovy bod I. Uvédomme si, Ze f
musi bijt nerostouci na I N (¢, +00). Necht totiz x,y € I N
(¢, +00) spliugi © < y. Kdyby platilo f(x) < f(y), pak dle
predchozich kroki je f neklesajici na (—oo, z)NI, tedy x € M.
To je ale spor s tim, Ze ¢ = sup M. Proto musi byt f(x) >

fy).

Mame tedy, ze f je neklesajici na I N(—o0,c) a nerostouci na
IN(c,+00). Zbjvd si uvédomit, Ze

f(e) > min{ lim f(x), lim_f(x)},
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takze nastdva treti nebo ctvrtd moznost

Grafy kvazikonkavnich funkei ilustrujici nékteré z uvedenych moznosti:

N

NN AN

N A

e Ryze Kvazikonkavni funkce jedné proménné se chovaji analogicky:

— Je-li funkce f na intervalu ryze monoténni (tj. klesajici nebo ros-
touci), pak je kvazikonkavni.

— Funkce f je ryze kvazikonkavni na intervalu I, pravé kdyz plati
jedna z nésledujicich ¢ty moznosti:
x f je klesajici na [;
x f je rostouci na [;
% existuje ¢ € I, ze f je rostouci na IN(—o00,¢) (tj. na levé casti
I) a f je klesajici na I N (¢, +00) (tj. na pravé casti I);
% existuje ¢ € I, ze f je rostouci na IN(—o0,¢) (tj. na levé casti
I) a f je klesajici na I N (c,+00) (tj. na pravé casti I).
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o f je kvazikonkdvni na M, pravé kdyz je kvazikonkavni na kazdé tisecce
obsazené v M. (Dukaz stejny jako pro konkavni funkce.)

e f je kvazikonkdvni na tusecce ab, pravé kdyz funkce ¢(t) = f(ta +
(1 —t)b) je kvazikonkdvni na intervalu (0,1). (Dukaz stejny jako pro
konkavni funkce.)

K Veéte V.25: Toto je velmi snadné. Pokud f je ryze kvazikonkavni
na M a nabyva ve dvou bodech a,b € M stejné hodnoty, pak na tsecce
ab (s vyjimkou krajnich bodu) nabyva hodnot ostie vétsich. Proto nemuze
nabyvat maxima ve dvou ruznych bodech.

K Diisledku Véty V.25: Tento dusledek plyne z kombinace Véty V.10
(ta da existenci maxima) a Véty V.25 (ta da jednoznacnost).

K Vétée V.26:

e Dukaz:

=: Piedpoklddejme, Ze f je kvazikonkivni a o € R. Necht a,b € Q..
Pak f(a) > o a f(b) > . Proto i min{f(a), f(b)} > «.

Protoze f je kvazikonkavni, pro kazdé x z tsecky ab plati

f(z) 2 min{f(a), f(b)} = o,

tedy = € Q),. Proto celd tsecka ab patii do (),. To dokazuje kon-
vexitu Q.

«: Predpokladejme, ze kazda z mnozin @), je konvexni. Ukazme, ze f
je kvazikonkévni. Zvolme a,b € M. Polozme

a = min{ f(a), f(0)}.

Pak a,b € Q),, proto celd tsecka ab patii do ),. Tedy pro kazdé
x z usecky ab plati

f(z) =z a =min{f(a), f(b)}.

To ovSsem dokazuje kvazikonkavnost f.



e Vyznam této véty:

— Tato véta je vlastné motivaci pro definici kvazikonkavnich funkei.
Tedy ta definice je vymyslena takovym zpusobem, aby platila tato
charakterizace. (A aby zdroven pripominala definici konkdvnich
funkei.)

— Tato véta mj. 1ikd, ze kvazikonkavnost se pozna z ,kvalitativniho
chovani vrstevnic®. Tedy z tvaru vrstevnic a jejich usporadani (t;.
kde je hodnota vétsi a kde mens{), pfitom nezdvisi na konkrétnich
hodnotéch (tj. na sklonu funkce, na ,hustoté vrstevnic®.).

Zajimavost pro ekonomy je dana praveé timto - u uzitkové funkce
nemusi byt ziejmé jeji kvantitativni vyjadreni, ale muze byt jasné
usporadani — kdy je vétsi a kdy mensi. Vrstevnice pak odpovidaji
indiferenc¢nim kifivkam — muze zalezet na jejich tvaru a usporadani,
ne na jejich hustoteé.



