
Daľśı př́ıklady na Lagrangeovy multiplikátory

Př́ıklad 10b) f(x, y, z) = x2+3y2+z2, M = {[x, y, z];x2+y2 = z2, xy ≥ 1}.
Krok 1, obecné úvahy: f je spojitá na R3, dokonce je tř́ıdy C∞. Množina

M je uzavřená, ale neńı omezená (obsahuje např́ıklad body [1, n,
√

1 + n2]
pro každé n ∈ N, jejichž vzdálenost od počátku jde do nekonečna). Tedy
předem nev́ıme nic o nabýváńı extrémů.

Je snadno vidět, že f neńı shora omezená na M . Např́ıklad, dosad́ıme-li
body z předchoźıho odstavce, dostaneme

f(1, n,
√

1 + n2) = 2 + 4n2 → +∞.

Tedy supremum neexistuje.
Na druhou stranu f je zřejmě zdola omezená, a to nulou, protože je

nezáporná. Infimum tedy existuje. Nav́ıc lze snadno dokázat, že minimum
se nabývá. Důvod je následuj́ıćı:

Např́ıklad bod [1, 1,
√

2] patř́ı do M a f(1, 1,
√

2) = 1+3+2 = 6. Množina

M ′ = {[x, y, z] ∈M ; f(x, y, z) ≤ 6}

je uzavřená (protože M je uzavřená a f spojitá), omezená (pokud x2 + 3y2 +
z2 ≤ 6, pak i x2 + y2 + z2 ≤ 6, tedy ρ([x, y, z], [0, 0, 0]) ≤

√
6 a neprázdná

(protože obsahuje bod [1, 1,
√

2]). Je tedy neprázdná a kompaktńı, a tedy f
nabývá minima na M ′. Necht’ tedy a ∈M ′ je nějaký bod, v němž se minima
nabývá. Pak f(a) ≤ 6 (protože a ∈M ′) a pro u ∈M \M ′ je f(u) > 6. Proto
f nabývá v bodě a minima také na M .

Poznámka: Tato úvaha je speciálńım př́ıpadem obecného principu. Ne-
budeme ho nějak abstraktně formulovat, ale doporučuji si tyto argumenty
podrobně rozmyslet.

Mimochodem, f samozřejmě na M ′ nabývá i maxima. Ale to je k ničemu,
protože na M \M ′ je hodnota věťśı. Nav́ıc to maximum na M ′ je triviálně 6.

Krok 2, rozděleńı množiny: Máme M = M1 ∪M2, kde

M1 = {[x, y, z];x2 + y2 = z2, xy > 1} a M2 = {[x, y, z];x2 + y2 = z2, xy = 1}.

Rozmysĺıme si, že minima se nabývá na M2. Mějme totiž bod [x, y, z] ∈M1.

Pak xy > 1.Bod [x, 1
x
,
√
x2 + 1

x2 ] ∈M2 splňuje

f(x,
1

x
,

√
x2 +

1

x2
) = x2+

3

x2
+x2+

1

x2
< x2+3y2+x2+y2 = x2+3y2+z2 = f(x, y, z).
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Tedy pro každý bod množiny M1 jsme nalezli bod množiny M2, v němž je
hodnota menš́ı. Proto minimum na M se nabývá na M2.

Krok 3, podezřelé body na M2. Použijeme Větu V.19. Máme G = R3,
g1(x, y, z) = x2 + y2 − z2, g2(x, y, z) = xy − 1. Funkce f, g1, g2 jsou tř́ıdy C1.
n Př́ıslušné gradienty jsou:

∇f = [2x, 6y, 2z],

∇g1 = [2x, 2y,−2z],

∇g2 = [y, x, 0]

Pokud je v bodě [x, y, z] lokálńı extrém vzhledem k M2, podle Věty V.19
jsou následuj́ıćı možnosti:

• Existuje α ∈ R, pro které ∇g1 = α∇g2. Porovnáńım třet́ıch souřadnic
dostaneme z = 0. Takový bod v množině M2 ovšem neńı (z prvńı
rovnosti dostaneme x = y = 0, druhá rovnost pak platit nemůže).

• Existuje α ∈ R, pro které ∇g2 = α∇g1. Porovnáńım třet́ıch souřadnic
dostaneme, že z = 0 nebo α = 0. Prvńı možnost nastat nemůže dle
předchoźıho bodu; druhá možnost by znamenala x = y = 0, což žádný
bod M2 nesplňuje.

• Existuj́ı λ1, λ2 ∈ R splňuj́ıćı soustavu

2x+ λ1 · 2x+ λ2y = 0,

6y + λ1 · 2y + λ2x = 0,

2z − λ1 · 2z = 0

Ze třet́ı rovnice plyne, že z = 0 nebo λ1 = 1. Prvńı možnost na M2 ne-
nastává (to jsme již zd̊uvodnili výše), tedy nutně λ1 = 1. Pak soustava
má tvar

4x+ λ2y = 0,

8y + λ2x = 0

Odečteme y-násobek druhé rovnice od x-násobku prvńı rovnice, dosta-
neme

4x2 − 8y2 = 0,
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neboli x2 = 2y2. Protože xy = 1, maj́ı x, y stejné znaménko, tedy
x = y

√
2. Protože xy = 1, dostáváme y2

√
2 = 1, tedy y = ± 1

4√2
.

Dopoč́ıtáme čtyři podezřelé body[
4
√

2,
1
4
√

2
,±

√
√

2 +
1√
2

]
,

[
− 4
√

2,− 1
4
√

2
,±

√
√

2 +
1√
2

]
.

Ve všech čtyřech je stejná hodnota f , a to

√
2 +

3√
2

+
√

2 +
1√
2

= 4
√

2.

Krok 4, závěr: Supremum neexistuje, protože f neńı shora omezená. Mi-
nimum je 4

√
2 a nabývá se ve čtyřech výše nalezených bodech.

Př́ıklad 10d) f(x, y, z) = xy+z, M = {[x, y, z];x2+y2 = 2, xyz ≥ 1, z ≥ 0}.
Krok 1, obecné úvahy: f je spojitá na R3, dokonce je tř́ıdy C∞. Množina

M je uzavřená, ale neńı omezená (obsahuje např́ıklad body [1, 1, n] pro každé
n ∈ N, jejichž vzdálenost od počátku jde do nekonečna). Tedy předem nev́ıme
nic o nabýváńı extrémů.

Je snadno vidět, že f neńı shora omezená na M . Např́ıklad, dosad́ıme-li
body z předchoźıho odstavce, dostaneme

f(1, 1, n) = 1 + n→ +∞.

Tedy supremum neexistuje.
Na druhou stranu f je zdola omezená, a to např́ıklad č́ıslem −2, protože

x, y ∈ 〈−
√

2,
√

2〉 a z ≥ 0. Proto infimum existuje. Zda se ho nabývá, neńı
zat́ım zřejmé. Zkuśıme tedy naj́ıt podezřelé body a pak se zamysĺıme, zda v
nějakém z nich je opravdu minimum.

Krok 2, rozděleńı množiny: V bodech množiny M plat́ı xyz ≥ 1, tedy
z 6= 0. Proto máme

M = {[x, y, z];x2 + y2 = 2, xyz ≥ 1, z > 0}.

Dále máme M = M1 ∪M2, kde

M1 = {[x, y, z];x2+y2 = 2, xyz > 1, z > 0} a M2 = {[x, y, z];x2+y2 = 2, xyz = 1, z > 0}.
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Rozmysĺıme si, že stači vyšetřit množinu M2. Mějme totiž bod [x, y, z] ∈M1.
Pak xyz > 1. Protože z > 0, je i xy > 0. Bod [x, y, 1

xy
] ∈M2 splňuje

f(x, y,
1

xy
) = xy +

1

xy
< xy + z = f(x, y, z).

Tedy pro každý bod množiny M1 jsme nalezli bod množiny M2, v němž je
hodnota menš́ı. Proto infimum na M je rovno infimu na M2.

Krok 3, podezřelé body naM2. Použijeme Větu V.19. MámeG = {[x, y, z] ∈
R3; z > 0}, g1(x, y, z) = x2 + y2 − 2, g2(x, y, z) = xyz − 1. Funkce f, g1, g2
jsou tř́ıdy C1.

Př́ıslušné gradienty jsou:

∇f = [y, x, 1],

∇g1 = [2x, 2y, 0],

∇g2 = [yz, xz, xy]

Pokud je v bodě [x, y, z] lokálńı extrém vzhledem k M2, podle Věty V.19
jsou následuj́ıćı možnosti:

• Existuje α ∈ R, pro které ∇g2 = α∇g1. Porovnáńım třet́ıch souřadnic
dostaneme xy = 0. Takový bod v množině M2 ovšem neńı (druhá
rovnost pak platit nemůže).

• Existuje α ∈ R, pro které ∇g1 = α∇g2. Porovnáńım třet́ıch souřadnic
dostaneme, že xy = 0 nebo α = 0. Prvńı možnost nastat nemůže dle
předchoźıho bodu; druhá možnost by znamenala x = y = 0, což žádný
bod M2 nesplňuje.

• Existuj́ı λ1, λ2 ∈ R splňuj́ıćı soustavu

y + λ1 · 2x+ λ2yz = 0,

x+ λ1 · 2y + λ2xz = 0,

1 + λ2 · xy = 0

Odečteme y-násobek druhé rovnice od x-násobku prvńı rovnice a do-
staneme

2λ1(x
2 − y2) = 0,

tedy bud’ λ1 = 0 nebo x2 = y2.
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Pokud x2 = y2, pak x = ±y. Protože však xyz = 1 a z > 0, je xy > 0,
tedy x a y maj́ı stejné znaménko. Proto x = y. Dostaneme tedy dva
podezřelé body

[1, 1, 1], [−1,−1,−1], f(1, 1, 1) = f(−1,−1, 1) = 2.

Prozkoumejme druhou možnost - λ1 = 0. Pak soustava má tvar

y + λ2yz = 0,

x+ λ2xz = 0,

1 + λ2 · xy = 0.

Protože x 6= 0 a y 6= 0, prvńı i druhá rovnice dává 1 + λ2z = 0, tedy
λ2 = −1

z
. Dosazeńım do třet́ı rovnice dostáváme 1− xy

z
= 0, neboli

1 =
xy

z
=

1

z2
.

Tedy z2 = 1. Protože z > 0, dostaneme z = 1, a tedy xy = 1. Dosa-
zeńım y = 1

x
do rovnice x2 + y2 = 2 dostaneme x2 + 1

x2 = 2, neboli
x4 − 2x2 + 1 = 0. Kořeny jsou x = ±1, což dává dva již nalezené
podezřelé body.

Krok 4, jsou to opravdu body minima. Funkce f je součtem dvou výraz̊u,
totiž xy a z. Prvńı z nich má kladné hodnoty, jak jsme již zd̊uvodnili výše.
Dále množina

M ′ = {[x, y, z] ∈M ; z ≤ 3}

je uzavřená a omezená, tedy kompaktńı. Je neprázdná, protože obsahuje výše
nalezené podezřelé body. Tedy f nabývá minima na M ′. Pokud bod minima
splňuje z < 3, muśı to být jeden z výše nalezených podezřelých bod̊u. Pokud
z = 3, pak f(x, y, z) ≥ z = 3 > 2 (2 je funkčńı hodnota v podezřelých
bodech), tedy v oněch bodech je minimum na M ′.

Pro [x, y, z] ∈M \M ′ je f(x, y, z) ≥ z > 3 > 2, tedy jde i o minimum na
M .

Krok 5, závěr: Supremum neexistuje, protože f neńı shora omezená. Mi-
nimum je 2 a nabývá se ve dvou výše nalezených bodech.
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