Dalsi priklady na Lagrangeovy multiplikatory
Ptiklad 10b) f(z,y, z) = 2> +3y°+2°, M = {[z,y, 2]; 2°+¢* = 2*,xy > 1}

Krok 1, obecné tivahy: f je spojitd na R3, dokonce je tiidy C°°. MnozZina
M je uzaviend, ale neni omezend (obsahuje napiiklad body [1,n,v/1 + n?]
pro kazdé n € N, jejichz vzdalenost od pocdtku jde do nekone¢na). Tedy
predem nevime nic o nabyvani extrému.

Je snadno vidét, ze f neni shora omezena na M. Napiiklad, dosadime-li
body z predchoziho odstavce, dostaneme

f(1,n,V1+n?) =2+ 4n* = +oo.

Tedy supremum neexistuje.

Na druhou stranu f je zfejmé zdola omezena, a to nulou, protoze je
nezaporna. Infimum tedy existuje. Navic lze snadno dokazat, ze minimum
se nabyva. Duvod je nasledujici:

Napiiklad bod [1, 1, v/2] patii do M a f(1,1,v/2) = 14+3+2 = 6. Mnozina

M’ = {[z,y,2] € M; f(2,y,2) < 6}

je uzaviend (protoze M je uzaviena a f spojitd), omezend (pokud z? + 3y? +
2% <6, pak i 22 +y* + 22 < 6, tedy p([z,y,2],[0,0,0]) < /6 a neprdzdna
(protoze obsahuje bod [1,1,v/2]). Je tedy neprazdna a kompaktni, a tedy f
nabyva minima na M’. Necht tedy a € M’ je néjaky bod, v némz se minima
nabyva. Pak f(a) <6 (protoze a € M') aprou € M\ M’ je f(u) > 6. Proto
f nabyva v bodé a minima také na M.

Pozndmka: Tato vuvaha je specidlnim pripadem obecného principu. Ne-
budeme ho néjak abstrakiné formulovat, ale doporucuji si tyto argumenty
podrobné rozmyslet.

Mimochodem, f samoziejmé na M’ nabyjvd i mazxima. Ale to je k nicemu,
protoze na M\ M’ je hodnota vétsi. Navic to mazimum na M’ je trividalné 6.

Krok 2, rozdéleni mnoziny: Mame M = M; U M,, kde
My = {[z,y,z);2* +y* = 2% 0y > 1} a My = {[w,y, 2;2° +y* = 2°, 2y = 1}.
Rozmyslime si, ze minima se nabyva na M. Méjme totiz bod [z, vy, z] € M;.

Pak zy > 1.Bod [z, 1

z)

x? + ?12] € M, splnuje

1 1 3 1
f(z, eRV R ;) = x2—|—ﬁ+x2+; < 22 43y% 2’ +y? = 22372 = f(x,y, 2).
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Tedy pro kazdy bod mnoziny M; jsme nalezli bod mnoziny My, v némz je
hodnota mensi. Proto minimum na M se nabyva na M.

Krok 3, podezielé body na M,. Pouzijeme Vétu V.19. Mdme G = R3,

gi(x,y,2) =22 +y* — 2%, go(w,y,2) = vy — 1. Funkee f, g1, go jsou t¥idy C*.
n Prislusné gradienty jsou:

V[ =[2x,6y,2z],
Vgl = [21’, 2?/’ _22]7
Vg = [y, z,0]

Pokud je v bodé [z, y, 2] lokalni extrém vzhledem k My, podle Véty V.19
jsou nasledujici moznosti:

e Existuje a € R, pro které Vg; = aVg,. Porovnanim ttetich souradnic
dostaneme z = 0. Takovy bod v mnoziné M, ovSem neni (z prvni
rovnosti dostaneme x = y = 0, druhd rovnost pak platit nemuze).

e Existuje a € R, pro které Vg, = aVg;. Porovnanim tfetich souradnic
dostaneme, ze z = 0 nebo a = 0. Prvni moznost nastat nemuze dle
predchoziho bodu; druhd moznost by znamenala x = y = 0, coz zadny
bod M nespliuje.

e Existuji A1, Ay € R spliujici soustavu

2x+)\1~2x—|—>\2y20,
6y + A1 - 2y + Ao = 0,
22— M -22=0

Ze treti rovnice plyne, ze z = 0 nebo A\; = 1. Prvni moznost na M, ne-
nastava (to jsme jiz zdtuvodnili vyse), tedy nutné A\; = 1. Pak soustava
ma tvar

4o + /\2y = O,

8y + )\QZE =0

Odecteme y-nasobek druhé rovnice od z-nasobku prvni rovnice, dosta-

neme
4% — &y* = 0,



neboli 2 = 2y2. ProtoZe xy = 1, maji z,y stejné znaménko, tedy
r = yv2. Protoze zy = 1, dostdvdme y*v/2 = 1, tedy y = i%.
Dopocitame ¢tyti podezielé body

e 1 f 1 4 1 1
[\/5,%,:& \/§—|—E ,[—ﬁ,—%,i \/§+E

Ve vsech ¢tytech je stejna hodnota f, a to

3 1
\/§+E+\/§+E:4\/§.

Krok 4, zavér: Supremum neexistuje, protoze f neni shora omezena. Mi-
nimum je 4v/2 a nabyva se ve ¢tyfech vyse nalezenych bodech.

Priklad 10d) f(x,y,2) = vy+z, M = {[z,y, 2]; 2®+y? = 2, 2yz > 1,2 > 0}.
Krok 1, obecné tivahy: f je spojitd na R3, dokonce je tiidy C'*°. MnoZina
M je uzaviend, ale neni omezend (obsahuje napiiklad body [1, 1, n| pro kazdé
n € N, jejichz vzdélenost od pocatku jde do nekonecna). Tedy predem nevime
nic o nabyvani extréma.
Je snadno vidét, ze f neni shora omezena na M. Napiiklad, dosadime-li
body z predchoziho odstavce, dostaneme

f(1,1,n) =1+n — +oo.

Tedy supremum neexistuje.

Na druhou stranu f je zdola omezena, a to naptiklad ¢islem —2, protoze
z,y € (—v/2,v/2) a z > 0. Proto infimum existuje. Zda se ho nabyva, neni
zatim zfejmé. Zkusime tedy najit podezielé body a pak se zamyslime, zda v
néjakém z nich je opravdu minimum.

Krok 2, rozdéleni mnoziny: V bodech mnoziny M plati xyz > 1, tedy
z # 0. Proto mame

M = {[z,y,2];2° +y* = 2,zyz > 1,2 > 0}.
Daéle mame M = M; U M,, kde

M, = {[z,y, 2];2*+y* = 2,2yz > 1,2 > 0} a My = {[z,y, 2]; 2°+9* = 2,2y = 1,2 > 0}.



Rozmyslime si, ze staci vySetfit mnozinu Ms. Méjme totiz bod [z, y, z] € M.
Pak xyz > 1. Protoze z > 0, je i zy > 0. Bod [z, v, é] € M, splnuje

1 1
fle,y,—)=a2y+ — <ay+z= f(z,y,2).
xy xy

Tedy pro kazdy bod mnoziny M; jsme nalezli bod mnoziny M,, v némz je
hodnota mensi. Proto infimum na M je rovno infimu na M.

Krok 3, podezielé body na M,. Pouzijeme Vétu V.19. Mame G = {[z,y, 2] €
Rg;z > O}a gl(w7ya Z) = l.2 + y2 - 27 QQ(ZL‘,y,Z) = TYyz — 1. Funkce f7 g1, 92
jsou tifdy C.

Prislusné gradienty jsou:

Vf=ly 1]
v.gl = [2'1:’ 2:% 0]7
VQQ = [yZ, xz, Iy]

Pokud je v bodé [z, vy, z] lokalni extrém vzhledem k My, podle Véty V.19
jsou nasledujici moznosti:

e Existuje a € R, pro které Vg, = aVg;. Porovnanim ttetich souradnic
dostaneme zy = 0. Takovy bod v mnoziné M; oviem neni (druhd
rovnost pak platit nemuze).

e Existuje a € R, pro které Vg; = aVgy. Porovnanim tretich souradnic
dostaneme, ze xy = 0 nebo a = 0. Prvni moznost nastat nemuze dle
predchoziho bodu; druhd moznost by znamenala x = y = 0, coz zadny
bod M nespliuje.

e Existuji A, A2 € R spliujici soustavu

Y+ A 22+ Ayz =0,
T4+ A -2y + Aoxz =0,
1+ X-2y=0

Odecteme y-nasobek druhé rovnice od z-nasobku prvni rovnice a do-

staneme
2/\1(?[72 - y2) = 0,

tedy bud \; = 0 nebo 2? = y%.



Pokud z? = y?, pak 2 = 4. Protoze viak 2yz =1 a 2z > 0, je zy > 0,
tedy x a y maji stejné znaménko. Proto x = y. Dostaneme tedy dva
podezielé body

1,1,1],[-1,-1,-1], f(1,1,1) = f(—-1,—-1,1) = 2.

Prozkoumejme druhou moznost - A; = 0. Pak soustava mé tvar

3/"'/\2?/2:0,
x4+ Aoxz =0,
14+ X2y =0.

Protoze z # 0 a y # 0, prvni i druhd rovnice dava 1 + \yz = 0, tedy
Aoy = —%. Dosazenim do tiet{ rovnice dostavdme 1 — *¥ = 0, neboli

Tedy 22 = 1. Protoze z > 0, dostaneme z = 1, a tedy 2y = 1. Dosa-
zenfim y = 1 do rovnice 2% + y? = 2 dostaneme 2? + & = 2, neboli
2t — 222 + 1 = 0. Kofeny jsou x = %1, coz ddva dva jiz nalezené
podeztelé body.

Krok 4, jsou to opravdu body minima. Funkce f je souctem dvou vyrazu,
totiz xy a z. Prvni z nich m4a kladné hodnoty, jak jsme jiz zduvodnili vyse.
Déle mnozina

M ={[z,y,z] € M;z < 3}

je uzavienda a omezend, tedy kompaktni. Je neprazdnd, protoze obsahuje vyse
nalezené podezielé body. Tedy f nabyva minima na M’. Pokud bod minima
spliuje z < 3, musi to byt jeden z vysSe nalezenych podezielych bodu. Pokud
z = 3, pak f(x,y,2) > z = 3 > 2 (2 je funkéni hodnota v podezielych
bodech), tedy v onéch bodech je minimum na M’.

Pro [z,y,z] € M\ M' je f(z,y,2) > z > 3 > 2, tedy jde i 0 minimum na
M.

Krok 5, zavér: Supremum neexistuje, protoze f neni shora omezena. Mi-
nimum je 2 a nabyva se ve dvou vyse nalezenych bodech.



