K oddilu V1.5 — linearni zobrazeni

K definici linearniho zobrazeni

e Zobrazeni f : R"™ — R™ je linearni, pokud mé dvé uvedené vlastnosti.

Tyto vlastnosti znamenaji, ze f ,zachovava operace a s¢itani a ndsobeni
realnym cislem®. Tyto dvé operace urcuji ,linearni strukturu® prostoru
R™. Proto zobrazeni je linedrni, pokud ,zachovava linedrni strukturu®.

Tato intuitivni vyjadreni vystihuji dulezitost linearnich zobrazeni. Tu
ale vice pochopime az v obecnéjsim kontextu v Matematice I11. V tomto
oddilu se zabyvame pouze specialnim piripadem, ktery ma ilustrovat
pouziti maticového nasobeni.

e Linearni zobrazeni R do R:

Pokud a € R, pak zobrazeni f : R — R definované vzorcem
f(z) =azx, z€eR,

je linedrni. To plyne z vlastnosti operaci na R, protoze pro z,y € R
plati

fl@e+y)=az+y)=ar+ay = f(z)+ f(y)
aproxr € Ra\eR plati

f(Az) = a(Ax) = Mazx) = A f(x).

Navic, kazdé linearni zobrazeni R do R ma uvedeny tvar. Pokud totiz
f R = R je linearni a oznac¢ime a = f(1), pak pro kazdé = € R plati

fle)=fz-1)=z-f(1)=x-a=ax.

Shrneme-li to, pak zobrazeni f : R — R je linearni, pravé kdyz je dano
vzorcem f(z) = ax pro néjaké a € R, tedy pravé kdyz grafem f je
néjakad primka prochézejici pocatkem.

e Linearni zobrazeni R do R™:
Situace je analogicka predchozimu piipadu. Pokud a € R™, pak zob-

razeni f : R — R™ definované vzorcem

flx)=za, z€R



je linedrni. To plyne z vlastnosti operaci na R a R™, protoze prox,y € R
plati

flx+y)=(r+y)a=za+ya=f(z)+ f(y)
aprox € Ra\eR plati

f(Az) = (A\z)a = Mza) = Af(z).

Navic opét plati, ze kazdé linearni zobrazeni R do R™ ma uvedeny tvar.
Pokud totiz f : R — R™ je linedrni a oznacime a = f(1), pak pro kazdé
r € R plati

flx)=f(x-1) =2 f(1) = za.
Linearni zobrazeni R? do R:

Situace je opét analogickd, i kdyz o néco slozitéjsi. Pokud a,b € R, pak
zobrazeni f : R? — R definované vzorcem

f(z,y) = ax+ by, [z,y] € R?

je linedrni. To plyne z vlastnosti operaci na R a R?, protoze pro [z, y], [u, v] €
R? plati

f(lzy] + [uv]) = fle+uy+v) =alz+u) + by +v)
=ar+by+au+bv=f(r,y)+ f(u,v)
a pro [z,y] € R? a A € R plati
fA[z,y]) = Az, Ay) = a- Az +b- Ay = Max + by) = Mf(z,y).

I v tomto pifpadé plati, ze kazdé linedrni zobrazeni R? do R m4 uvedeny
tvar. Méjme totiz f : R? — R linedrni zobrazeni. Oznacme

a= f(1,0), b= f(0,1).
Pak pro kazdé [x,y] € R? plati

flxy) = f([z, 0] +[0,9]) = fz-[1,0] +y - [0,1])
:f(ZL"[l,O])—l-f(y'[O,l]):J}-f<1,0)—|—y-f(0,1)
=x-a+y-b=azx+by.

Tedy, zobrazeni f : R? — R je linedrni, pravé kdyZ jeho grafem je
néjaka rovina prochazejici pocatkem.
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e Obecny piipad — linearni zobrazeni R" do R™.

Pokud A je matice typu m x n, pak zobrazeni f : R® — R™ definované
vzorcem

f(u) = Au, u € R",

kde prvky R™ a R™ reprezentujeme jako sloupcové vektory (v souladu
s pozndamkou na zacatku oddilu), je linedrni.

To plyne z vlastnosti maticového nésobeni: Pro uw,v € R™ plati
flu+v)=Alu+v) =Au+ Av = f(u) + f(v)
aprou € R"a )\ eR plati

fAu) = AAu) = MAu = A f(u).

V tomto ptipadé fikame, ze matice A reprezentuje zobrazeni f.

Opét plati, ze kazdé linearni zobrazeni ma tento tvar. To je obsahem
Véty VIL18.

K Véte VI.18:
e Dukaz véty:

Implikace <: Pokud je f reprezentovano néjakou matici, je linearni.
To bylo dokazano jiz vyse.

Implikace =: Necht f: R™ — R™ je linedrni zobrazeni. UkdZeme, Ze
je reprezentovano néjakou matici. Budeme postupovat podobné
jako ve specidlnich ptripadech vyse.

Piipomenime, zZe e; je prvek R", ktery mé na j-tém misté ¢islo 1
a jinde ma nuly. Ozna¢me a; = f(e;). Pak a; € R™.

Necht A je matice, kterd ma sloupce a, ..., a, (pfipomefime, 7e
prvky R™ reprezentujeme jako sloupcové vektory). Tj.,

A=(a; ay ... a,).

Pak A je matice typu m x n.



Vezméme nyni

Ui
Uz
u=| . e R"™.
U,
Pak
U =ue; +uzey + -+ uply,
a tedy

flu) = f(uier +ugey + -+ + uypey,)
= f(wier) + f(uzez) + - + f(uney)
=uif(er) +uaf(ez) +- - +u.f(en)
=uia, + usas + - - - + upa, = Au,

kde posledni rovnost plyne z definice maticového nasobeni (viz
dukaz ekvivalence (1) < (3) z Véty VI.16).

Tedy A reprezentuje f.

Jednoznacénost reprezentujici matice: Matice, kterd reprezentuje
zobrazeni f je jednoznac¢né urcena:

Necht matice A reprezentuje zobrazeni f. Pro kazdé j € {1,...,n}
je soucin Ae; roven j-tému sloupci matice A (to plyne snadno z
definice maticovaho nasobeni).

Protoze Ae; = f(e;), plyne z toho, ze v j-tém sloupci matice A
je vektor f(e;).

Tedy matice A je jednozna¢né urcena. (Pfesné takto jsme ji kon-
struovali vyse.)

e Vyznam této véty:

Tato véta je prikladem tzv. ,reprezentacnich vét“ v matematice. Néjaky
objekt (v nasem ptipadé linearni zobrazeni R” do R™) mame definovany
abstraktné, pomoci néjakych vlastnosti (v nasem piipadé jsou to dvé
vlastnosti z definice). A tato véta 1ikd, ze kazdy z téchto abstraktnich
objektu (kazdé zobrazeni R" do R™ spliujici ony dvé vlastnosti) ma
velmi konkrétni formu (takové zobrazeni je reprezentované matici, tj.
déno jednoduchym vzorcem).



K Véte VI.19:

o V této vété je podstatné, ze jde o zobrazeni R™ do R”, tj. vychozi a
cilovy prostor jsou stejné.

e Trividlni implikace:
Implikace (i) = (i) a (i) = (i%9) jsou trividlni. Dulezité jsou ty
obracené.

e Preformulovani pomoci reprezentujici matice:

Podle Véty VI.18 vime, ze zobrazeni f je reprezentovano néjakou c¢tvercovou
matici A fadu n. S vyuzitim tohoto faktu a toho, co znamena, ze A re-
prezentuje f, muzeme tvrzeni (i)—(iii) preformulovat nasledovné:

(i’) Pro kazdé b € R" existuje pravé jedno € R", pro které Az = b.

(ii") Pro kazdé b € R™ existuje nejvyse jedno & € R™, pro které Ax =
b.

(iii") Pro kazdé b € R™ existuje alespon jedno & € R", pro které Ax =
b.

Nyni si vSimneme souvislosti s Vétou VI.15: Obsahem Véty VI.15 je
platnost ekvivalenci

(i") & (i1d") < A je reguldrni.

Protoze implikace (i') = (i) je trividlni, zbyvd dokdzat implikaci
(i) = (7).
e Dikaz implikace (ii") = (4'):

Muzeme dokézat obménu, tj. non(i) = non(ii’). Jak je vysvétleno
vyse, diky Vété VI.15 staci dokazat implikaci

A neni regularni = non(it’).

Necht A nenf reguldrni. Pak ani AT nenf reguldrni (Véta VI1.4), tedy
h(AT) < n (Véta VLT).

Tedy fadky matice AT jsou linedrné zavislé.

Proto sloupce matice A jsou téz linedrné zavislé (sloupce matice A jsou
vlastné fddky matice AT).



Oznac¢me ay, . .., a, sloupce matice A. To, Ze jsou linedrné zavislé, zna-
mena, ze existuje jejich netrividlni linearni kombinace, kterd je rovna
nulovému vektoru. Tj., existuji ¢isla yq, ..., y,, z nichz alespon jedno
je nenulové, ktera splnuji

y1a1 + y2a2 + - - - + ypa, = 0.

Tato rovnost znamena

Ay = o,
Y1
Y2 - p ) . L
kdey = | °. |. Pfitom vektor y neni nulovy (aspon jedna ze soutadnic
Yn

neni nulova).

Protoze zrejmé Ao = o, mame dva ruzné vektory x spliujici Ax = o,
atoyao.

Proto tvrzeni (ii’) neplati (pro b = o).

Tim je dukaz hotov.

Aplikace na rozsiteni Véty VI.15:

Dusledkem Véty VI.19 je, ze k Vété VI.15 lze pridat jesté jednu ekvi-
valentni podminku:

(iv) Pro kazdy vektor pravych stran b mé soustava Ax = b nejvyse
jedno teseni.

To je totiz presné podminka (ii’) vyse.

Dokazali jsme navic, ze neni-li A reguldrni, pak soustava Az = o (s
nulovym vektorem pravych stran) m& vice ruznych feseni (a to o a pak
jesté néjaky nenulovy vektor).



K Véte VI.20:

e Dukaz:

Dukaz je vpodstaté trividlni. Predpoklady tikaji, ze
fl@)=Axz prox € R" a g(u)=Bu prou € R™.

Z téchto predpokladu a definice slozeného zobrazeni plyne, ze pro @ €
R™ plati

(g0 f)(®) =g(f(z)) =Bf(x) = B(Az) = (BA)x.
Tedy matice BA reprezentuje zobrazeni g o f, a tedy toto zobrazeni je
linearni.
e Vyznam: Tato véta mimo jiné vysvétluje, pro¢ je maticové nasobeni

prirozenou operaci — odpovida skladani linearnich zobrazeni.

e Aplikace Vét VI.20 a VI.19 na dukaz implikace
BA=1= AB =1

pro ¢tvercové matice fadu n.
Necht A a B jsou matice fadu n spliujici BA = I.

Necht f je zobrazeni reprezentované matici A a g je zobrazeni repre-
zentované matici B.

Podle Véty VI.20 je zobrazeni g o f reprezentované matici BA = I.

Tedy (g o f)(x) = le =  pro € R™. Tedy slozené zobrazeni g o f je
identické zobrazeni, specidlné je prosté a na.

Proto f je prosté a g je na. (Rozmystete si to.)
Tedy podle Véty VI.19 jsou f a g prosté i na.
Nyni ukédzeme, ze f(g(x)) = x pro kazdé x € R™

Nechf € R" je libovolné. ProtoZe f je na, existuje y € R", pro které
f(y) = x. Pak



kde v druhé rovnosti jsme pouzili skutecnost, ze
9(f(y) = y.

Tedy f o g je reprezentovano jednotkovou matici I. Podle Véty VI.20
je f o g reprezentovano matici AB. Protoze reprezentujici matice je
jednoznacné urcena, dostavame AB = I.

Tim je dukaz hotov.



