
IV.5 Elementárńı funkce – logaritmus a exponenciála

Věta 23 (zavedeńı logaritmu). Existuje jediná funkce (znač́ıme ji log a nazýváme ji
p̌rirozeným logaritmem), která má tyto vlastnosti:

(L1) Dlog = (0,+∞);
(L2) funkce log je na (0,+∞) rostoućı;
(L3) ∀x, y ∈ (0,+∞) : log xy = log x+ log y;

(L4) lim
x→1

log x

x−1
= 1.

Poznámka. Vlastnost L2 je d̊usledkem vlastnost́ı L1, L3 a L4. Přesvědč́ıme se o tom
později.

Věta 24 (daľśı vlastnosti logaritmu). Dále plat́ı

(L5) log 1 = 0;
(L6) ∀x ∈ (0,+∞) : log 1/x = − log x;
(L7) ∀x ∈ (0,+∞) ∀n ∈ Z : log xn = n log x;
(L8) lim

x→+∞
log x = +∞, lim

x→0+
log x = −∞;

(L9) log′ x = 1
x
pro každé x ∈ (0,+∞);

(L10) log je spojitá na (0,+∞);
(L11) Hlog = R;
(L12) existuje právě jedno č́ıslo e ∈ (0,+∞) splňuj́ıćı log e = 1.

Definice. Exponenciálńı funkćı nazýváme funkci inverzńı k funkci log. Znač́ıme ji exp.

Věta 25 (vlastnosti exponenciálńı funkce).

(E1) Dexp = R, Hexp = (0,+∞);
(E2) funkce exp je spojitá a rostoućı na R;
(E3) exp 0 = 1, exp 1 = e;
(E4) ∀x, y ∈ R : exp(x+ y) = expx · exp y;
(E5) lim

x→+∞
expx = +∞, lim

x→−∞

expx = 0;

(E6) exp′ x = expx pro každé x ∈ R;

(E7) lim
x→0

exp(x)−1
x

= 1.

Definice.

• Necht’ a ∈ (0,+∞), b ∈ R. Obecnou mocninou ab rozumı́me č́ıslo ab = exp(b log a).
• Necht’ a, b ∈ (0,+∞), a 6= 1. Obecným logaritmem log

a
b rozumı́me č́ıslo

loga b = log b

log a

Větička 26. Plat́ı:

• ∀a, b ∈ (0,+∞), a 6= 1: aloga
b = b;

• ∀a ∈ (0,+∞), a 6= 1 ∀b ∈ R : log
a
ab = b;

• ∀a ∈ (0,+∞)∀b, c ∈ R : ab · ac = ab+c, (ab)c = abc;
• ∀a ∈ (0,+∞) : a−1 = 1/a& ∀n ∈ N : an = a · . . . · a

︸ ︷︷ ︸

n krát

• ∀a, b, c ∈ (0,+∞), a 6= 1: log
a
(bc) = log

a
b+ log

a
c.


