I'V.8 Konvexni a konkavni funkce
Poznamka. Necht z; < x5 a A € (0,1). Pak bod

Az1 4+ (L= ANxe =21 + (1 = X) (22 — 1)

patii do intervalu (z1,z2). Pokud A € (0,1), pak onen bod patii do (z1,z2).
A obrécené, pro kazdé z € (x1,x2) existuje pravé jedno A € (0,1), pro které
plati z = Az + (1 — M) zs.

Definice. Rekneme, ze funkce f je na intervalu I

e konvexni, jestlize pro kazdé x1,z2 € I a kazdé X € (0, 1) plati
fOz1+ (1= A)z2) <A fzr) + (1= A) - flz2).
e konkavni, jestlize pro kazdé x1,xo € I a kazdé A € (0,1) plati
FArs + (1— A)a) > A+ f(o) + (1 A) - f(za).
e ryze konvexni, jestlize pro kazdé x1,x9 € I, 1 # x9 a kazdé A € (0,1)
plati f(Az1 4+ (1 = Na2) <A~ f(z1) + (1 = A) - f(22).
e ryze konkavni, jestlize pro kazdé x1,x0 € I, 1 # x5 a kazdé X € (0,1)
plati f(Az1 + (1 — N)xa) > A- f(z1) + (1= A) - f(x2).

Poznamka. Funkce f je (ryze) konkavni na intervalu I, pravé kdyz funkce — f
je (ryze) konvexni na I.

Véticka 37. Necht f je funkce definovana na intervalu I. Pak nasledujici tii
tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) Funkce f je na I konvexni.
(ii) Pro kazdou trojici bodu z1,x2,x3 € I takovou, ze r1 < xs < x3, plati
fx2) — f(=1) < f(xs) = f(z1)
To — 1 o Tr3 — X1 .
(iii) Pro kazdou trojici bodu z1,x2,x3 € I takovou, ze r1 < xs < x3, plati

flxo) = (1) _ flzs) = f(z2)

To — 1 o Tr3 — T9 .

Poznamka. Analogické charakterizace plati pro konkavni, ryze konvexni a ryze
konkavni funkce.

Véta 38. Necht f ma v kazdém bodé otevieného intervalu I vlastni derivaci.
Pak funkce f je konvexni, pravé kdyz je funkce f' neklesajici na I. Funkce [ je
ryze konvexni na I, pravé kdyz funkce f' je rostouci na I.

Poznamka. Analogicka véta plati pro konkavnost a ryzi konkdavnost.



Definice. Druhou derivaci funkce f v bodé a rozumime

f//(a) — lim f/(x) B f/((l),

Tr—a Tr—a

jestlize tato limita existuje. Druha derivace funkce f je tedy derivace jeji
derivace. Obdobné definujeme derivace vyssich fadu, n-tou derivaci funkce f
v bodé a znacime f(™(a). Je piitom

f(l)(a) — f’(a), f(n—l—l) (a) _ (f(n))/(a) pro n € N.

Véta 39. Necht f ma v kazdém bodé otevieného intervalu I vlastni druhou
derivaci. Pak plati:

(i) Funkce f je konvexni na intervalu I, pravé kdyz f”(x) > 0 pro kazdé
x el
(ii) Je-li f"(x) > 0 pro kazdé x € I, je f ryze konvexni na I.

Poznamka. Analogicka véta plati pro konkavnost a ryzi konkdavnost.

Definice. Necht f ma vlastni derivaci v bodé a € R a T, oznacuje tecnu ke
grafu funkce f v bodé (a, f(a)). Rekneme, ze bod [z, f(x)] leZi pod te¢nou T,
jestlize f(x) < f(a)+ f'(a) - (x — a). Plati-li opaénd nerovnost, fekneme, ze bod
[x, f(x)] leZi nad tetnou T,.
Definice. Necht f m4 v bodé a vlastni derivaci. Rekneme, Ze a je inflexnim
bodem funkce f, jestlize existuje A > 0 takové, ze plati

(i) Vz € (a — A,a) : [z, f(x)] lezi pod tecnou,

(ii) Yz € (a,a+ A) : [z, f(z)] lezi nad tecnou,
nebo

(i) Vz € (a — A,a) : [z, f(z)] lezi nad tecnou,
(ii) Vz € (a,a+ A): [z, f(x)] lezi pod teénou.

Véta 40 (nutnd podminka pro inflexni bod).  Necht f”(a) existuje a je rizna
od 0. Potom a neni inflexnim bodem funkce f.

Véta 41 (postacujici podminka pro inflexni bod).  Necht funkce f m4 spojitou
prvni derivaci na intervalu (a,b) a z € (a,b). Necht plati:

Vo € (a,2): f"(x) >0 a Vze(zb): f'(z) <O.

Potom =z je inflexnim bodem funkce f.



