I.3. Ciselné mnoziny

RACIONALN{ ¢fsLA
e MnoZina prirozenych cisel je
N =1{1,2,3,4,...}.
e MnoZina celych Cisel je
Z=Nu{0}u{-n:neN}={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.
e MnoZina raciondlnich cisel je
Qz{%:pez,qEN}.

Pritom % = IZ—;, pravé kdyz p1 - g2 = pa2 - q1.
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REALNA CisLA

Mnozina redlnych ¢isel je mnozina R, na niz jsou definovény operace s¢itdni a nasobeni (zna¢ime
+ a -) a relace uspofadani (znac¢ime <), pficemz jsou splnény nasledujici tii skupiny vlastnosti.
I. Vlastnosti s¢itani a nasobeni

e Vr,yzeR:x+ (y+2)=(r+y)+ 2

e Vxy,ycR:x+y=y+ux;

e V R existuje takovy prvek (zna¢ime ho 0 a fikdme mu nulovy prvek), Ze pro vSechna
r € Rplati z +0=x.

Ve € R3y € R: x +y =0 (takové y je jen jedno, zna¢ime ho —x);

Ve,y,z€ Rix-(y-2) = (z-y) - 2

Ve,ye R:z-y=y-x;

V R existuje nenulovy prvek (znac¢ime ho 1 a ikdme mu jednotkovy prvek) takovy, Ze pro
vsechna x € R je 1 -2 = x;

e Vx € R\ {0}y € R: z-y =1 (takové y je jen jedno, znac¢ime ho x=! nebo %),

e Vr,yzeR: (x+vy)-z=z-2+y- 2.

Il. Vlastnosti uspofadani a jeho vztah k operacim
Ve,y,ze R: (e <y&y<z)=z <z
Ve,ye R: (z<y&y<z)=zx=y;
Ve,ye R:z <yVy < uz;
Ve,y,ze Rex<y=zx+2<y+z
Ve,ye R: (0<2&0<y)=0<2x-y.
I1l. Axiom infima
Necht M C R je neprazdna a navic existuje a € R takové, ze pro vSechna x € M plati z > a.
Pak existuje ¢islo s € R, které ma vlastnosti:
(i) Ve e M: x> s;
(ii) V' e R,¢' >sdr e M:x < ¢

Definice. Cislo a € R se nazyva dolni zdvorou mnoziny M C R, jestlize pro kazdé x € M plati
x > a. Mnozina M C R se nazyva zdola omezend, jestlize ma néjakou dolni zavoru. Analogicky
se definuje horni zavora a shora omezend mnozina. Mnozina se nazyva omezena, je-li zaroven shora
omezend i zdola omezena.



Poznamky:
(1) Cislo s z axiomu infima je jednoznaéné uréeno, znaéi se inf M a #ika se mu infimum mnoziny
M.
(2) S pouzitim nové definovanych pojmu lze axiom infima pieformulovat takto: KaZdd neprdzdnd
zdola omezend podmnozina R mada infimum.
(3) Infimum mnoziny M je jeji nejvétsi dolni zdvora.
(4) Nejmensi horni zavoru mnoziny M (pokud existuje) nazyvame supremum mnoziny M a
znacime sup M.
(5) Uvedené vlastnosti mnozinu realnych ¢éisel popisuji jednoznacéné.
(6) Plati N € Z C Q C R. Podrobnéji:
e 1 je jednotkovy prvek R (sedméd vlastnost z prvni skupiny), 2 =1+ 1, 3 = 2+ 1 atd.
Takto mame N C R.
e 0 je nulovy prvek R (tfeti vlastnost z prvni skupiny), pro n € N je —n opacny prvek k
n (dle ¢tvrté vlastnosti prvni skupiny). Tak dostaneme N C Z C R.
e Racionalni ¢islo %’ dostateme jako p - ¢~!, kde ¢! je inverzni prvek ke ¢ (dle osmé

vlastnosti z prvni skupiny). Takto dostavaime N C Z C Q C R.

KOMPLEXNT CGISLA

MnoZinou komplexnich &isel rozumime mnozinu vSech vyrazu tvaru a + bi, kde a,b € R. Mnozinu
komplexnich ¢isel znacime C. Na C jsou definovany operace s¢itdni a ndsobeni, splinuji vlastnosti
skupiny I a navic plati i? = —1.

Véta 5 (zdkladni véta algebry). Necht n € N, ag,...,a, € C, a, # 0. Pak rovnice
an2" + ap_12""1 4+ -4+ a1z + ag = 0 md alespori jedno feseni z € C.

DUSLEDKY AXIOMU INFIMA

Véta 6 (o supremu). Kazdd neprdazdnd shora omezend podmnozina R md supremum.

Véta 7 (o existenci celé ¢asti).  Pro kazdé redlné ¢islo x existuje pravé jedno celé ¢islo k, pro
které plati k < x < k+ 1. Toto k nazyvame celou &sti &isla = a znacime k = [x].

Véta 8 (Archimedova vlastnost).  Pro kazdé redlné cislo x existuje pfirozené ¢islo n takové,
zen > .

Véta 9 (o existenci n-té odmocniny).  Pro kazdé x € (0, 4+00) a kazdé n € N existuje pravé
jedno y € (0,4+00), pro které y™ = x.

Véta 10 (o hustoté Q a R\ Q).  Pro kazdd dvé redlnd cisla a,b spliujici a < b existuje
peQnN(a,b) are (R\Q)NI(a,b).



