V1.3 Determinanty
Definice. Necht A € M (n xn). Matici A;; budeme rozumét matici typu
(n — 1) x (n — 1), kterd vznikne z A vynechdnim i-tého Ffddku a j-tého
sloupce.
Definice. Necht A = (a;;)i=1..n . Determinant matice A definujeme takto:
=1

j=1l..n

det A = aq1, pokud n =1,

det A = Z(—l)“‘lail det A;1, pokud n > 1.

aiq a2 ... Qip
) . as1 422 ... Q2n

Pro det A budeme také pouzivat symbol
ap1 QAp2 ... 0Annp

Poznamka: Ma-li matice A € M(n x n) néjaky fadek nebo sloupec

nulovy, plati det A = 0.

Definice. Necht A = (a;;)i=1.,. Rekneme, 7ze A je homni trojihelnikova
j=1l..n .

matice, jestlize plati a;; = 0 pro i > j, 7,5 € {1,...n}. Rekneme, ze A je

dolni trojuhelnikova matice, jestlize plati a,; =0 pro i < j, i,j € {1,...n}.

Véta 8. Necht A = (aw)l 1. je horni (resp. dolni) trojiihelnikova
=i

matice. Pak plati det A = a11 a22 Ay, -

Lemma 9. Nechti € {1,...,n}, matice A,B,C € M(n x n) se shoduji
ve vSech prvcich s vyjimkou prvki v i-tém radku a pritom i-ty radek
matice C je roven souctu i-tého radku matice A a i-tého radku matice B.
Pak det C = det A + det B.

Véta 10 (determinant a fadkové upravy). Necht A € M(n x n).

(i) Necht matice A’ vznikne z A tak, ze v A vymeénime dva radky
mezi sebou (tj. provedeme fadkovou elementarni tipravu prvniho
druhu). Pak plati det A’ = — det A.

(ii) Necht matice A’ vznikne z A tak, ze v A jeden radek vyndsobime
realnym cislem \. Pak plati det A’ = \det A.

(iii) Necht matice A’ vznikne z A tak, ze v A A\-ndsobek jednoho fadku
pric¢teme k jinému fadku (tj. provedeme radkovou elementarni
upravu tretiho druhu). Pak plati det A" = det A.



Dusledek.

e Necht'T je transformace pouzitelna na matice typu n x n. Pak ex-
istuje nenulové realné cislo o takové, ze kdykoli matice A’ vznikne
z matice A € M (n x n) aplikaci transformace T, pak

det A’ = o - det A.

e Necht matice A’ vznikne z matice A provedenim néjaké transfor-
mace. Pak det A’ = 0, praveé kdyz det A = 0.

Véta 11. Necht A € M(nxn). Pak A je reguldrni, praveé kdyz det A # 0.
Véta 12. Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A - det B.

Poznamka. Analogie Lemmatu 9 plati i pro sloupce matice. Véta 10
i jeji dﬁsledek plati i pro sloupcové ﬁpravy Dﬁkaz analogie Véty 10(i)

radkové tpravy.
Véta 13. Pro A € M(n x n) plati det A = det AT
Véta 14. Necht A = (a;; i=in jeA{l,...,n}. Pak
det A =>"" (- 1) ﬂ a;; det A, (rozvoj podle j-tého sloupce)
a det A =3"" [ (—1)""a;; det Ay, (rozvoj podle j-tého rddku).

Poznamky. (1) Rozvoj determinantu podle prvniho sloupce je vlastné
definice determinantu. ,
(2) Necht n € N. Pak funkce f: R™ — R definovana pfedpisem

I W) ce In
Ln+1 Tn42 cee I2p

flx1,...,z,2) = det
LTn(n—1)+1 Ln(n—1)42 --- ILn?2

je spojita na R".

(3) Necht A € M (2 x 2). Necht a1, as jsou fadky matice A. Uvazme
rovnobéznik s vrcholy o, a1, a; + as, as. Pak obsah tohoto rovnobézniku
je roven |det A|.

(4) Necht A € M(3 x 3) a a1, as,as jsou fadky matice A. Uvazme
rovnobéznostén s jednim vrcholem v pocatku takovy, ze sousedni vrcholy
jsou ai,az,as. (Mozna predstava: jedna sténa je rovnobéznik s vrcholy
0,a1,a1 + as,as a sténa s ni rovnobézna ma vrcholy as,as + a1,as +
a1 + as,as + ay.) Pak objem tohoto rovnobéznosténu je roven |det A|.

(5) Podobné pro A € M(n x n) lze |det A| interpretovat jako n-
rozmeérny objem jistého n-rozmérného rovnobéznosténu.



