VIII.1 Riemannuv integral — zavedeni a zakladni vlastnosti

Definice. Konec¢nou posloupnost D = {z;}7_; nazyvdme délenim inter-
valu (a, b), jestlize plati

a=zo<zT1 < --<xTy =0
Body =z, ..., z, nazyvame délicimi body. Normou déleni D rozumime ¢islo
v(D) =max{z; —z;_1;j=1,...,n}.

Rekneme, ze déleni D’ intervalu (a,b) je zjemnénim dé&leni D intervalu
(a,b), jestlize kazdy délici bod D je i délicim bodem D’.

Definice. Necht f je omezend funkce definovana na intervalu (a, ).
Je-li D = {x;}7_, délen{ intervalu (a,b), oznacme

S(f,D) =) M;(z; — x;_1), kde M; = sup{f(x); x € (x;j_1,2;)}
=1
(tsz/. horni soucet piislusny funkci f a déleni D),
S(f,D) = zn:mj(a:j —x;_1), kde m; = inf{f(x); x € (v;_1,7;)}
=1
(tZ\]/'. dolni soucet prislusny funkci f a déleni D).

Dale polozme

b
/ f =inf{S(f, D); D je délenim intervalu {(a, b)}
(tzv. horni Riemanniv integral funkce f ptes (a,b)),
b
/ f =sup{S(f,D); D je délenim intervalu (a,b)}

(tzv. dolni Riemanniiv integral funkce f pfes (a,b)).

Rekneme, Ze funkce f m4 Riemanniiv integral pres (a, b), pokud f;f = f;f

Hodnota tohoto integralu je pak rovna f; f. Znacime ji f; f nebo téz

b
[, f(x)dz.
Pokud a > b, definujeme f; f=- fba f, v ptipadé, ze a = b, definujeme

J. f=o0.



Véticka 1. Necht f je omezena funkce definovana na (a,b). Pak plati:

(1) Jsou-li Dy a D+ déleni intervalu {(a, b), pak existuje déleni D, které
je zjemnénim kazdého z nich.
(2) Necht D, D’ jsou déleni intervalu {a,b) a D' zjemniuje D. Pak plati

S(f,D) < S(f,D') < S(f,D') < S(f, D)

(3) Jsou-li Dy, Dy dvé déleni intervalu {(a,b), pak S(f, D1) < S(f, D2).
b b
4) L=/t

Véticka 2. Necht f je omezend funkce definovand na (a,b).

(i) Necht I € R. Pak I = ff f, pravé kdyz pro kazdé € > 0 existuje
déleni D intervalu {(a,b) takové, ze
I—-e<S(f,D)<S(f,D)<I+e.
(ii) Funkce f m&d Riemanniiv integral pfes interval (a,b), pravé kdyz
pro kazdé ¢ > 0 existuje déleni D intervalu (a,b), pro které

g(f,D)—ﬁ(f,D) < E.

Véta 3 (vlastnosti Riemannova integralu). Nechf f a g jsou omezené
funkce na intervalu (a,b).
(i) Jestlize f ma Riemannuv integral pres interval (a,b) a (c,d) C
(a,b), pak f ma Riemannuv integral i pres interval {(c, d).
(ii)) Je-li ¢ € (a,b) a f ma Riemanniv integral pres interval (a,c)
i pres interval {c,b), pak ma Riemannuv integral i pies interval
{(a,b) a plati
b c b
faf:faf+fc f

(iii) Necht funkce f,g maji Riemannuv integral pres interval {(a,b) a
necht o € R. Pak i funkce af a f + g maji Riemanniiv integral
pres interval {(a,b) a plati

Laf=aflf.  [Jf+9=[lF+] g

(iv) Necht funkce f,g maji Riemanniiv integral pres interval {(a,b) a
plati f(x) > g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak

L=l

(v) Necht funkce f ma Riemanniv integral pfes interval (a,b). Pak i
funkce | f| ma Riemanniiv integral pies (a,b) a plati

L < L



