V.8 Konkavni funkce

Definice. Necht M C R”. Rekneme, ze M je konvexni mnozina,
jestlize plati:

Ve,y e MVt e (0,1): txe+ (1 —t)y € M.

Véta 20 (o stfedni hodnoté). Necht G C R"™ je konvexni
oteviend mnozina, f € CY(G), a € G,b € G. Pak existuje tg €
(0,1) tak, ze

Fla) = f) = Y 2 (toa+ (1~ 10)b) 0s — by).

=1

Definice. Necht M C R" je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze f je

e konkavni funkce na M, jestlize
Va,be MVt € (0,1): f(ta+ (1 —-1t)b) >tf(a)+ (1 —1t)f(b),
e ryze konkavni funkce na M, jestlize

Va,be M,a #bvt e (0,1): f(ta+(1—t)b) > tf(a)+(1—t)f(b).

Poznamky. (1) Analogicky se definuji konvexni a ryze konvexni
funkce. Funkce f je konvexni (ryze konvexni), pravé kdyz —f je
konkdvni (ryze konkavni). Nasledujici véty jsou formulovany pro
konkavni a ryze konkavni funkce, jejich zfejmé analogie plati pro
konvexni a ryze konvexni funkce.

(2) f je (ryze) konkdvni na konvexni mnoziné M, pravé kdyz je
(ryze) konkavni na kazdé tisece obsazené v M. To je ekvivalentni
tomu, ze pro kazdé dva body a,b € M, a # b, je funkce t —
f(a+t(b—a)) (ryze) konkdvni na intervalu (0, 1).



Véta 21.  Necht funkce f je konkavni na oteviené konvexni
mnoziné GG. Pak f je spojita na G.

Poznamky. (1) Neni-li G oteviena, f nemusi byt spojitd na G
(nemusi byt spojita v hrani¢nich bodech G vzhledem ke G).

(2) Pro pfipad n = 1 je Véta 21 snadna. Je-li f konkdvni na
otevieném intervalu (a,b), pak ma v kazdém bodé intervalu (a, b)
vlastni jednostranné derivace (to snadno plyne z Véticky IV.37 a
Véty IV.9), a je tedy spojitd na (a,b). Pro obecné n je dikaz
Véta 22. Necht funkce f je konkavni na konvexni mnoziné M.
Pak pro kazdé a € R je mnozina Q, = {x € M; f(x) > a}
konvexni.

Véta 23 (charakterizace konkdvnich funkei tifdy C!').  Necht
G C R" je konvexni oteviend mnozina a f € C1(QG). Pak ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni.

(a) Funkce f je konkavni na G.
(b) Va,y € G: f(y) — f(®) < Ty 5L (@) (i — =)
(c) Yo,y € G: Yy (3 (y) — 5L (®)) (yi — i) < 0.

Ddsledek. Necht G C R"™ je konvexni oteviena mnozina, f €
CY(G) je konkdvni funkce a © € G. Jestlize v bodé x jsou vsechny
parcialni derivace prvniho radu funkce f nulové, pak f nabyva v
x maxima na G.

Véta 24 (charakterizace ryze konkavnich funkci tiidy C!). Necht
G C R" je konvexni oteviend mnozina a f € C1(QG). Pak nésledujici
podminky jsou ekvivalentni.

(a) Funkce f je ryze konkavni na G.
(b) Va,y € Gz #y: f(y) - flx) < iy 5L (@) (i — ).

(c) Ve,y e Goa#y: i, (5 (y) - gfi(w))(yz—xi) <0.




