X.1 Tayloruv polynom funkci jedné realné proménné

Definice. Necht k € N a f je funkce jedné realné proménné, kterd ma
v bodé a € R vlastni k-tou derivaci. Pak Taylorovym polynomem fadu £
funkce f v bodé€ a rozumime polynom definovany vzorcem

"(a (k:)a
f()(x_a)2_{__{_f (>(az—a)k

T} (x) = f(a) + f'(a)(x — ) + = k!

Véta 1 (Peanuv tvar zbytku). Necht k € N a f je funkce jedné realné
proménné, ktera ma v bodé a € R vlastni k-tou derivaci. Necht P je
polynom stupné nejvyse k. Pak plati P = Tg @ pravé kdyz
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Poznamky. (1) Obsahem Véty 1 jsou dvé tvrzeni — jedno fikd, Ze poly-
nom P = T,‘f '* splituje podminku (P), druhé ¥ika, ze T ,f " je jediny takovy
polynom stupné nejvyse k.
(2) Rovnost (P) lze vyjadrit takto: Existuje funkce w, pro kterou plati
e lim w(x) = 0;
Tr—ra
e f(z) = P(2)+w(x)-(x—a)¥ nan&jakém prstencovém okoli bodu a.

Véticka 2. Na néjakém okoli bodu 0 plati:
(1) expz =14z 4 522 + - + FzF + w(z) - 2F, lin%w(x):&
: r—
(2) sinz =z — 5;2° + F2° 4+ -+ (=1)F? (%1_1)!:62’“_1 +w(x) - 22k,
lim w(z) = 0.

x—0

(3) cosx = 1 — %:1:2 + %;p‘l + o+ (_1)16(2#]{:)!33% + w(z) - 22+

lir% w(z) = 0.

r—r

(4) log(1 + 2) = = — 322 + 123 + -+ + (=1)F 2% + w(z)z”,
lin% w(x) = 0.
Tr—

(5) Pro kazdé a € R mdme (14 2)* = (3) + ({)z+ -+ (§)z" +

- ala—1)--(a— j—i—l)
w(z)x”, al:lg%)w( x) =0, kde () 3

Definice. Necht f a g jsou funkce, a € R*.
(i) Rekneme, Ze funkce f je v bod& a malé o od g (piSeme f(z) =
o(g(x)), x — a), jestlize

f(z)

lim —% = 0.
z—a g(x)

(ii) Je-li navic u funkce, pak zapis f(x) = u(x) + o(g(x)), z — a,
znamend f(x) —u(z) = o(g(x)), r — a.



Véta 3. Necht a € R*.

(i) Jestlize fi(x) = o(g(x
Ji(z) + falz) = og(z)

(ii) Jestlize f1(z) = o(g1(x)), + — a, a fa(x) = o(g2(%)), * — a, pak
fi(@) fa(2) = o(g1(2)g2(x)), = — a.

(iii) Jestlize f1(x) = o(g(x)), * — a, a fy je nenulova na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pak fi(x)f2(x) = o(g(x) f2(x)), x — a.

(iv) Jestlize f(x) = o(g1(x)), * — a, a lim g;E g je vlastni, pak
f(z) = o(ga2(2)), = = a.

(v) Jestlize fi(x) = o(g(x)), © — a, a fo je omezena na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pak fi(x)fs(z) = o(g(x)), x — a.

(vi) Jestlize m,n € NU{0}, m <n a f(z) =o((x —a)"), x — a, pak
flx) =o((z —a)™), z — a.

Véta 4.  Necht a,b € R*, f(y) = o(9(y)), y — b, lim p(z) = b
r—a
a existuje 6 > 0 takové, ze pro kazdé v € P(a,d) je p(x) # b. Pak

flp(x)) = o(g(p(x))), v — a.

Véta 5 (Lagrangeuv tvar zbytku). Necht k € N, I je otevieny interval,
f € C**Y(I) aa € I. Potom pro kazdé x € I existuje ¢islo &, které lezi
mezi a a x a pro néz plati

), x = a, a fa(x) = o(g(z)), * — a, pak
), T — a.
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Véticka 6.
(1) Ke kazdému k € N U {0} a kazdému z € R exjstuje bod &, ktery

lezimezi 0 a x, pro n¢jz platiexpx = 1+x+- -+ 75 +epr kl_:l

(2) Ke kazdému k € N a kazdému = € R existuje bod &, ktery lezi
mezi 0 a x, pro néjé plati
— _ 2k+1
sinz =z — ;2% + 52° + -+ (—1)F ! (%1_1)!:1:% Ly (=1)*cos¢- CESE
(3) Ke kazdemu k€ NU{0} a kazdému x € R existuje bod &, ktery
lezi mezi 0 a x, pro néjZ plati
2k:—|—2
cosz=1— Lo+ Lat 4+ + (—1)k(%k)!x2k +(=1)"*cos¢ - 2k




