VIII.4 Zobecnény Riemannuv integral

Lemma 15. Necht funkce f ma Riemannuv integral pres interval (a, b).

Pak plati
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Lemma 16. Necht a,b € R*, a < b, funkce f necht je definovana na
(a,b). Jestlize pro néjaké c € (a,b) je definovan vyraz

lim f + hm f

r—a+ r—b—

(tj. pokud obé limity existuji a jejich soucet je definovan), pak pro kazdé
d € (a,b) plati
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tj. vyraz na levé strané je definovan a rovna se vyrazu na pravé strané.

Definice. Necht a,b € R*, a < b, funkce f necht je definovana na (a,b).
Necht ¢ € (a,b). Zobecnény Riemannuv integral funkce f pres interval (a,b)
definujeme vzorcem

b x
/fz lim f—|— hm f,

r—a+ r—b—

je-li vyraz na pravé strané definovan. Pokud vyraz na pravé strané neni
definovan, pak rikadme, Ze zobecnény Riemanntv integral funkce f pres
interval (a,b) neexistuje.

Poznamky: (1) Existence ani hodnota zobecnéného Riemannova inte-
gralu pfes (a,b) nezavisi na volbé ¢ € (a,b).

(2) Jestlize f mé& Riemanniv integral pfes interval (a,b), ma i zobec-
nény Riemanniv integral pres interval (a,b) a hodnoty téchto integrala
jsou stejné.

(3) Zobecnény Riemanniv integral muze mit i hodnotu 400 nebo —oo.
V pfipadé, Zze hodnotou zobecnéného Riemannova integralu f pres (a,b) je
realné cislo, rikame, ze tento integral konverguje. Pokud je jeho hodnotou
400 nebo —oo, rikame, ze diverguje.



Véta 17 (vlastnosti zobecnéného Riemannova integralu). Necht f a g
jsou funkce, které maji zobecnény Riemannuv integral pres interval (a, b).
(i) Je-li {¢,d) C (a,b), pak funkce f ma Riemanniiv integral pres
interval (c, d).
(ii) Necht a € R. Pak i funkce af ma zobecnény Riemanniiv integral
pres interval (a,b). Je-li « = 0, je tento integral nulovy, je-li
a # 0, plati

[af=alff.

(iii) Jestlize soucet [ g I, b g je deﬁnovén pak i funkce f + g ma
zobecnény Riemannuv integral pres (a,b) a plati

/f+g /f+/
() > g(x) pro kazdé x € (a,b). Pak

[ >l

(v) Funkce |f| ma zobecnény Riemanniiv integral pies (a,b) a plati
b
< Jo If1

Véta 18. Necht f je spojita funkce na intervalu (a,b) (kde a,b € R*),

necht F' je primitivni funkce k funkci f na (a,b). Pak f ma zobecnény

Riemannuv integral pres (a,b), pravé kdyz existuji limity lim+F(:1:) a
r—a

(iv) Necht plati f

lim F'(x) a rozdil téchto limit je definovan. V tom piipadé plati

o
/abf N (Jil}}_ F(x)> - (wlirg+F(az)> .

Poznamka: Vyraz na pravé strané se znaci [F]2 a nazyva se zobecn&nym
priristkem funkce F' pies interval (a,b).

Véta 19 (per partes pro uréity integral). Necht funkce f a g maji na
intervalu (a,b) spojitou prvni derivaci. Pak plati

/ab f'g = 1[fglo - /ab fq,

jestlize je vyraz na pravé strané definovan.

Véta 20 (substituce pro uréity integral). Necht f je spojita na intervalu
(a,b), funkce ¢ necht ma na intervalu («,3) spojitou derivaci, je ryze
monotonni a zobrazuje interval (a, ) na interval (a,b). Pak

[1- [0

jestlize alespon jeden z integralii existuje.



