VIII.5 Integrace racionalnich funkci

Definice. Racionadlni funkci budeme rozumét podil dvou polynomi, kde
polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Véta 21 (o déleni polynomu). Necht P a @) jsou dva polynomy (s
komplexnimi koeficienty), pricemz polynom () neni identicky roven nule.
Pak existuji jednoznacné urcené polynomy R a Z splnujici:

(i) Polynom Z je nulovy nebo ma stupenl mensi nez stupen Q.
(i) P(z) = R(x)Q(x) + Z(x) pro vSechna x € C.
Pokud maji P a () realné koeficienty, majii R a Z realné koeficienty.

Dusledek. Je-li P polynom a A € C je jeho koren (tj. P(\) =0), pak
existuje polynom R, pro ktery plati P(z) = (x — A\)R(x) pro z € C.

Véta 22 (o rozkladu na kofenové ¢initele). Necht P(z) = anz™ + -+ +

a1 + ag je polynom stupné n s realnymi koeficienty. Pak existuji c¢isla
xi,...,x, € C takova, ze

Prx)=an(z —x1)...(x — x,), z € R.

Definice. Necht P je polynom, A € C a k € N. Rekneme, ze \ je
kofen nasobnosti k£ polynomu P, jestlize existuje polynom R, ktery spliiuje
R(A\) #0a P(z) = (x — \)*R(z) pro x € C.

Poznamka. Jeli z € C, z = a+1b, a,b € R, pak Z = a — ib. Pro
z,w € C plati

Véta 23 (o kofenech polynomu). Necht P je polynom s realnymi
koeficienty a z € C je koren P nasobnosti k € N. Pak i Z je koren P
nasobnosti k.

Véta 24 (o rozkladu polynomu). Necht P(z) = apx™ + -+ a1z + ag
je polynom stupné n s realnymi koeficienty. Pak existuji realna cisla

T1,..., Tk, Q1,...,07, (1,...,0; a prirozena cisla pi,...,Pk, q1,---,q
takova, ze
(i) P(x) =an(z—21)Pr ... (x—x)PE (2% +anz+ 31 ... (2% +qx +
ﬁl)ql7
(ii) #4dné dva z mnohoclenti x — x1, * — Ta,...,T — T, T2 + 1T +
Bi, ..., x% + ayz + (B nemaji spoleény koren,
(iii) mnohoéleny x? + ayx + 31, ...,z + ayx + () nemaji Zddny realny

koren.



Véta 25 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Necht P, ) jsou polynomy
s realnymi koeficienty takové, ze

(i) stupenn P je ostre mensi nez stupen @,
(i) Qz) = an(z—21)Pt ... (z—2)P* (22 + 12+ B1)0 ... (2% + o+
B,
(iil)) ap, ©1,...2k, Q1,..., 00, B1,...,00 € R, a,, # 0,
(iv) p1,.- s Dks Q15 ---,q € N,

(v) Zddné dva z mnohoélenti x — x1, T — X9,...,T — T, T2 + 1o +
Bi, ..., x% + ayx + (B nemaji spoleény koren,
(vi) mnohocleny z2 + a1z + 1, ..., x% + oz + [ nemaji redlny kofen.
Pak existuji jednoznacné urcend cisla A},... AL , ... A ... A
B, CL, ..., Bqll,C’qll, ..., BLCL, . ,Bél,Cél takova, ze plati
P(x Al A Ak Ak
(>: 1 T T T N T T <2,
Qlx) (x—x) (x — 1) (x — xf )P* T — Tk
1 1
Bix + Ct . B, v+ C L
(22 + aqz + Br)0 2 + 1w + By
Biz + C By +Cy

tot .
(2 + aqx + ()@ 22 + iz + G



