Dodatek: Zaklady teorie vicerozmérného (Lebesgueova) integralu

KONVERGENCE V R* A KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

Proz € R* a¢ > 0 budeme v tomto oddilu symbol B(z, ¢) definovat nasledovné:
o B(xz,e) =(x —e,z+¢) pro x € R;
o B(+00,¢) = (%,-l—oo) = (%,-I—oo) U {+o0};
o B(—00,¢) = (—00, —1) = (=00, —1) U {—o0}.

e Necht {x;} je posloupnost v R* a z € R*. Rekneme, Ze posloupnost {x;} mé
limitu = (nebo konverguje k = v R*, zapisujeme xj — x), jestlize

Ve > 03kg € NVk € N,k > ko : xx € B(x,¢).

e Necht A je neprazdnd mnozina, {fx} posloupnost zobrazeni mnoziny A do R*
a f je zobrazeni mnoziny A do R*.
o Rekneme, 7e posloupnost {fi.} konverguje k f bodov& na A (piseme f1 — f
na A), jestlize pro kazdé = € A plati fr(z) — f(z).
o PiSeme, ze fi / f na A, jestlize pro kazdé = € A je posloupnost {fx(x)}
neklesajici a navic fx(z) — f(z).
MERITELNE FUNKCE A MERITELNE MNOZINY

e Pro kazdé n € N necht M,, oznacuje nejmensi mnozinu zobrazeni mnoziny R"
do R* s vlastnostmi:
(i) Je-li f:R™ — R spojitda na R", pak f € M,,.
(ii) Je-li {fx} posloupnost funkci v.M,, a fr — f na R, pak f € M,,.
Prvky M,, se nazyvaji méfitelné funkce (presnéji borelovsky méfitelné funkce).
e Necht A C R". Pak symbolem x4 znaéime funkci definovanou predpisem

()_{1, x €A,
Xal®) = 0, zeR"\ A

Této funkci Ffikame charakteristicka funkce mnoZziny A.
e Pron € N oznaCme

Bn:{ACRn:XAEMn}.

Prvky B,, nazyvame méfitelné mnoZiny (presnéji borelovsky méfitelné mnoZiny nebo
téz borelovské mnoZiny).

Véta 1 (vlastnosti méfitelnych funkei a méfitelnych mnozin).

(1) Necht f,g € M,,.
o Je-li funkce f + g definovana na celém R"™, pak f + g € M,,.
o Je-li funkce f - g definovana na celéem R", pak f-g € M,,.
o Je-li o € R\ {0}, pak af € M,,.
o max{f,g} € M,, min{f, g} € M,,.

(2) feM,, pravé kdyz fH € M, a f~ € M,,.

(3) Necht' f € My, g1,...,9n € My, pficemz funkce g1, . . ., g nabyvaji jen realnych

hodnot. Definujme funkci F : R¥ — R* predpisem

F(w):f(gl(m)w"?gn(w))’ x € R".

Pak F € M,,.

(4) Oteviené a uzaviené podmnoziny R™ patii do B,,.

(5) Necht A, B € B,,. Pak mnoziny R" \ A, AN B, AU B patii do B,,.

(6) Necht {Ay} je posloupnost mnozin z I8,,. Pak mnoziny |y, Ay 1 (e, Ak patii
do B,,.



Poznamka. Funkce max{f, g} je definovana pfedpisem

max{f, g}(x) = max{f(x),g(x)},  xecR"

Podobné je definovana funkce min{f, g}. Funkce f* a f~ jsou definoviny vzorcem

f+ :max{f,O}, f_ :max{—f,O},

neboli
fr@) =(f@)", f(@)=(f(=)", =zeR"
INTEGRAL PRO NEZAPORNE MERITELNE FUNKCE

e Pro n € N ozna¢me M} ={f e M,, : f >0}
Véta 2. Existuje pravé jedna posloupnost zobrazeni {L,,}7%, s vlastnostmi:

(1) L, je zobrazeni definované na M, s hodnotami v intervalu (0, +oc).

(2) Je-li f:R — (0,+00) spojitd funkce, pak L1(f) = fj;o f, kde na pravé strané
je zobecnény Riemannuv integral.
) L£,(0) =0.
) Je-li f,g € M aa>0, pak Lo(af)=aLln(f) aLn(f+g)=La(f)+ Lnlg)
) Pokud f,g € M spliuji f < g na R", pak L, (f) < L,(9g).
) Je-li { f1} posloupnost funkci z M} a fi * f, pak klim Lo(fr) = Ln(f).

—00

)

(0, 400) predpisem

fe(y) = f(z,y) = f(¥1, .., Tp, 01, 0),  yERL

Pak plati:
o fu € M pro kazdé x € RF;
o Funkce F(z) = Li(fx), ¢ € R, patfi do M} .
o Ln(f) = Li(F).
Poznamky. (i) Vlastnosti (3), (4) a (5) plynou z ostatnich vlastnosti.
(ii) Vlastnosti (2) a (6) umoziuji poc¢itat hodnoty £1. Vlastnost (7) pak umoziiuje
pocitat napiiklad £,,+1 pomoci £,, a L.
Definice.
e Pro f € M hodnotu £,,(f) znacime

/ f nebo f(x) dz nebo f(x1,...,zp)dey dasy . .. dzy,
n Rn Rn

a nazyvame ji n-rozmérnym (Lebesgueovym) integralem funkce f pfes R"™.

e Pro A € B,, zna¢ime L,(A) = L,(x4). Tuto hodnotu nazyvidme n-rozmérnou
mirou mnoziny A. Mnozinu A € B,, nazyvame nulovou mnoZinou v R", jestlize
L,(A)=0.

Poznamka. Rovnost Li;(f) = Lx(F) z bodu (7) pfedchozi véty lze zapsat takto:

/Rk-i—l /= /Rk ( o f(z,y) dy) dz



INTEGRAL PRO OBECNE MERITELNE FUNKCE

e Necht f € M,,.
o m-rozmérny integral funkce f pres R" definujeme ptredpisem

| 1= -] 1

je-li vyraz na pravé strané definovan. Pokud neni definovan, tikdme, ze
tento integral neexistuje.
o Rekneme, Ze funkce f je integrovatelnd, jestlize fR” f existuje a je roven
realnému cislu.
e Necht A € B, a f: A — R*. Integrdl funkce f pfes mnoZinu A definujeme

predpisem
[r=] 7
A R"

ry o f(w)7 CCGA,
{0, x e R"\ A4;

kde

v pripadé, zZe integral napravo existuje.

e Necht f,g € M,,. Rekneme, 7e f = g skoro viude, pokud mnozina {x € R" :
f(x) # g(x)} je nulova. (Tato mnozina je automaticky méfitelna.)

e Podobné definujeme, co znamena f < g skoro vSude, f < g skoro vsude.

e Je-li {fi} posloupnost funkci z M,, a f € M,,, fikdme, Ze fr — f skoro vSude,
jestlize mnozina

{z € R" : neni pravda, ze fx(z) — f(z)}

je nulova. (I tato mnozina je automaticky méfitelna.)
ZAKLADNI VETY O LEBESGUEOVE INTEGRALU
Véta 3 (vlastnosti nulovych mnozin).
e Jednoprvkové mnoziny jsou nulové v R".
e Je-li pro kazdé k € N mnozina Ay, nulova v R", je i |J;—, Ay nulovd mnozZina.
e Je-li A C R" konvexni mnozina, pak jeji hranice H(A) je nulovd mnozina.

Véta 4.
(i) Je-li f € My, a f = 0 skoro vsude, pak [g, f=0.

(ii) Jsou-li f,g € M, takové, ze f = g skoro vsude, pak [p,f = [g.9, pokud
alespon jeden z téchto integralii existuje.

Véta 5 (Lebesgueova). Necht {fx} je posloupnost funkci z M,, a necht f € M,,.
Necht jsou splnény ndsledujici podminky:
(a) fr — f naR™
(b) Existuje integrovatelnd funkce g € M takova, ze pro kazdé k € N plati
na R".
Pak o = lim fo fi.

Poznamka: V ptedchozi vété lze predpoklad (a) nahradit predpokladem, ze fr — f
skoro vSude na R", a v bodé (b) stac¢i predpokladat, Ze nerovnost |fx| < g plati skoro
vsude na R".

ful <y



Vé&ta 6 (Fubiniova). Necht k,1 € N a f € My je integrovatelna. Pro kazdé x € RF
definujme funkci f, : R' — R* predpisem

fo(y) = f(z.y), yeR.

Pak plati:

e f, € M, pro kazdé x € R”;
e Mnozina A = {x € R* : f, neni integrovatelnd} je nulovad v R*.

b ka-H f = ka\A (le fg;) de

Véta 7 (o substituci). Necht G C R"™ je oteviena mnozina, funkce 1, ... o, jsou
tridy C! na G, zobrazeni ¢ : G — R definované predpisem

p(x) = [p1(®), ..., on(x)], TG

necht je prosté. Dale predpoklddejme, Ze matice

g—f;(m) %(m)
Jo(x) = : . :
gT‘Pi(m) %(m)

je reguldarni v kazdém bodé x € G. Pak ¢(G) je oteviena mnozina a pro kazdou
méfitelnou mnozinu M C ¢(G) a kazdou funkci f : G — R* plati

[ 5=, St e @) da

pokud alespon jeden z téchto integrali je definovan.

Véta 8 (priklady integrovatelnych funkci).

(1) Necht M C R"™ je omezena oteviena nebo uzaviena mnozina a f necht je
omezend spojitd funkce na M. Pak f je integrovatelnd na M, tj. [ v e
realné cislo.

(2) Necht M C R™ je omezena konvexni oteviend mnozina a f necht je funkce
spojitd na M. Pak [, f = [ [.

(3) Necht pro kazdéi € {1,...,n} platia;,b; € R, a; < b;. Necht M = T]_, (a;,b;).
Necht f je omezena spojita funkce na M. Pak f je integrovatelna na M a plati

/Mf:/: (/ab (/ab_— (/ainf(a:l,...,a:n)da:n> da:n_l...> da:2> dary



