IX.5 Vlastni cisla a vlastni vektory

Definice. Necht A € Mc(n x n). Rekneme, ze A € C je vlastni &islo matice
A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C” takovy, ze Ax = Ax. Vektor x
pak nazyvame vlastnim vektorem matice A prisluSnym k vlastnimu c¢islu .

Véticka 18. Necht A € Mc(n X n).

(i) Prvek X\ € C je vlastnim ¢islem matice A, pravé kdyz det(Al — A) = 0.
(ii) Funkce A — det(Al — A) je polynom stupné n, ktery ma u A" koeficient
1.

(iii) Matice A ma4 nejvyse n ruznych vlastnich ¢isel.

Poznamky. (1) Definice uvadime pro komplexni matice, protoze redlna
matice nemusi mit redlna vlastni ¢isla.

(2) Polynom A\ — det(A[—A) nazyvame charakteristickym polynomem mat-
ice A.

(3) Nasobnosti vlastniho &isla A rozumime nasobnost A jakoZto koifene
charakteristického polynomu.

(4) Soucin vsech vlastnich ¢isel matice A, pokud se kazdé pocita to-
likrat, kolik je jeho nasobnost, je roven det A. Analogicky soucet je roven
tr(A) (viz nasledujici oddil). Oboji lze dokazat podrobnéjsi analyzou tvaru
charakteristického polynomu.

Véta 19. Necht A € M(n x n) je symetrickd. Pak jsou jeji vlastni ¢isla
realna.

Definice. Rekneme, ze matice Q € M (n x n) je ortogonalni, jestlize plati
Q"Q=QQ" =1L

Poznamka. Necht Q € M(n x n). Ozna¢me q', ..., q" sloupce matice Q.
Pak matice Q je ortogonalni, pravé kdyz

e ||g;|| =1 pro kazdé i € {1,...,n};
e jsou-li i,j € {1,...,n} rizna, pak <g;,q;> = 0, neboli vektory g;
a q; jsou kolmé.

Stejné tvrzeni plati pro radky matice Q.

Véta 20 (spektralni rozklad matice). Necht A € M(n X n) je symetricka.
Pak existuje ortogonalni matice Q € M (n x n) takova, Ze

A1 0
A=Ql : . 1 ]Q7,
0 ... A\

kde \1,..., )\, jsou vlastni ¢isla matice A.



Pozndmky. (1) Sloupce matice Q z pfedchozi véty jsou vlastni vektory mat-
ice A. To napovida jednak, jak by se Véta 20 dala dokazat, a jednak, jak
by se matice Q dala najit.

(2) Mnoziné vlastnich ¢isel matice se fikd spektrum matice.

(3) Jsou-i A a Q jako ve Vété 20, pak pro kazdy polynom
p(T) = 4™ + Q1™+ - + a1z + ag plati

A A™ + Gy 1 A" 4 A+l = Q : : Q7.
0 oo p(An)

Matice nalevo se obvykle znaci p(A).

Dusledek. Necht A € M(n x n) je symetrickd. Pak A je PD (ND,
PSD, NSD), pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla kladnd (zapornd,
nezapornd, nekladnd).

IX.6 Stopa matice
Definice. Necht A = (a;j):

tI’(A) = Z?:l Q. =
Véta 21. Necht A,B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

(i) tr(A + B) = tr(A) + tr(B),

(ii) tr(aA) = atr(A),

(iii) tr(AB) = tr(BA),

(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).
Poznamka. Stopa matice A € M(n x n) je rovna sou¢tu jejich vlastnich
¢isel, pokud kazdé pocitame tolikrat, kolik je jeho nasobnost. Je-li A symet-
ricka, plyne to naptiklad z Véty 20. Obecny ptipad lze dokazat vylepsenim
Véty 18 — lze spocitat, ze koeficient u A" ~! v charakteristickém polynomu
je roven — tr(A).

1.n . Stopou matice A rozumime ¢islo
1..n

Definice. Matice A € M (n x n) se nazyva idempotentni, jestlize A2 = A.

Véta 22. Necht A € M(n x n) je idempotentni matice. Pak plati:

(i) Vlastni ¢isla matice A jsou rovna 0 nebo 1.
(ii) Je-li A symetricka, je pozitivné semidefinitni.
(iii) Existuje reguldrni matice Q takova, ze matice Q1 AQ je diagonalni
matice, ktera ma na diagonale jen prvky 0 a 1.
(iv) h(A) = tr(A).
(v) h(I—A) =n—h(A).



