
IX.5 Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Definice. Necht’ A ∈ MC(n×n). Řekneme, že λ ∈ C je vlastńı č́ıslo matice
A, jestliže existuje nenulový vektor x ∈ Cn takový, že Ax = λx. Vektor x
pak nazýváme vlastńım vektorem matice A př́ıslušným k vlastńımu č́ıslu λ.

Větička 18. Necht’ A ∈ MC(n× n).
(i) Prvek λ ∈ C je vlastńım č́ıslem matice A, právě když det(λI− A) = 0.
(ii) Funkce λ 7→ det(λI−A) je polynom stupně n, který má u λn koeficient
1.
(iii) Matice A má nejvýše n r̊uzných vlastńıch č́ısel.

Poznámky. (1) Definice uvádíme pro komplexní matice, protože reálná
matice nemusí mít reálná vlastní čísla.
(2) Polynom λ 7→ det(λI−A) nazýváme charakteristickým polynomem mat-

ice A.
(3) Násobností vlastního čísla λ rozumíme násobnost λ jakožto kořene

charakteristického polynomu.
(4) Součin všech vlastních čísel matice A, pokud se každé počítá to-

likrát, kolik je jeho násobnost, je roven detA. Analogický součet je roven
tr(A) (viz následující oddíl). Obojí lze dokázat podrobnější analýzou tvaru
charakteristického polynomu.

Věta 19. Necht’ A ∈ M(n × n) je symetrická. Pak jsou jej́ı vlastńı č́ısla
reálná.

Definice. Řekneme, že matice Q ∈ M(n × n) je ortogonálńı, jestliže plat́ı
QTQ = QQT = I.

Poznámka. Nechť Q ∈ M(n× n). Označme q1, . . . ,qn sloupce matice Q.
Pak matice Q je ortogonální, právě když

• ‖qi‖ = 1 pro každé i ∈ {1, . . . , n};
• jsou-li i, j ∈ {1, . . . , n} různá, pak <qi,qj> = 0, neboli vektory qi

a qj jsou kolmé.

Stejné tvrzení platí pro řádky matice Q.

Věta 20 (spektrálńı rozklad matice). Necht’ A ∈ M(n×n) je symetrická.
Pak existuje ortogonálńı matice Q ∈ M(n× n) taková, že

A = Q





λ1 . . . 0
...
. . .

...
0 . . . λn



QT ,

kde λ1, . . . , λn jsou vlastńı č́ısla matice A.



Poznámky. (1) Sloupce matice Q z předchozí věty jsou vlastní vektory mat-
ice A. To napovídá jednak, jak by se Věta 20 dala dokázat, a jednak, jak
by se matice Q dala najít.
(2) Množině vlastńıch č́ısel matice se ř́ıká spektrum matice.
(3) Jsou-li A a Q jako ve Větě 20, pak pro každý polynom

p(x) = amxm + am−1x
m−1 + · · · + a1x+ a0 platí

amAm + am−1A
m−1 + · · · + a1A+ a0I = Q







p(λ1) . . . 0
...

. . .
...

0 . . . p(λn)






QT .

Matice nalevo se obvykle značí p(A).

Důsledek. Necht’ A ∈ M(n × n) je symetrická. Pak A je PD (ND,
PSD, NSD), právě když jsou všechna jej́ı vlastńı č́ısla kladná (záporná,
nezáporná, nekladná).

IX.6 Stopa matice

Definice. Necht’ A = (aij) i=1..n

j=1..n

. Stopou matice A rozumı́me č́ıslo
tr(A) =

∑n

i=1 aii.

Věta 21. Necht’ A,B,C ∈ M(n× n), a ∈ R. Pak plat́ı:
(i) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B),
(ii) tr(aA) = a tr(A),
(iii) tr(AB) = tr(BA),
(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).

Poznámka. Stopa matice A ∈ M(n × n) je rovna součtu jejích vlastních
čísel, pokud každé počítáme tolikrát, kolik je jeho násobnost. Je-li A symet-
rická, plyne to například z Věty 20. Obecný případ lze dokázat vylepšením
Věty 18 – lze spočítat, že koeficient u λn−1 v charakteristickém polynomu
je roven − tr(A).

Definice. Matice A ∈ M(n× n) se nazývá idempotentńı, jestliže A2 = A.

Věta 22. Necht’ A ∈ M(n× n) je idempotentńı matice. Pak platí:

(i) Vlastní čísla matice A jsou rovna 0 nebo 1.
(ii) Je-li A symetrická, je pozitivně semidefinitní.
(iii) Existuje regulární matice Q taková, že matice Q−1AQ je diagonální

matice, která má na diagonále jen prvky 0 a 1.
(iv) h(A) = tr(A).
(v) h(I− A) = n− h(A).


