IX.5 Vlastni ¢éisla a vlastni vektory

Definice. Nechf A € Mc(n x n). Rekneme, 7e A € C je vlastni &islo matice A, jestlize
existuje nenulovy vektor & € C™ takovy, ze Ax = Ax. Vektor & pak nazyvame vlastnim
vektorem matice A ptislusSnym k vlastnimu ¢islu A.

Véticka 18. Necht A € Mc(n X n).

(i) Prvek A € C je vlastnim ¢islem matice A, pravé kdyz det(A\l — A) = 0.

(ii) Funkce A — det(Al — A) je polynom stupné n, ktery ma u \" koeficient 1.
(iii) Matice A m4 nejvyse n riznych vlastnich cisel.

Poznamky.

(1) Definice uvaddime pro komplexni matice, protoze realnd matice nemusi mit redlna
vlastni ¢isla.

(2) Polynom A — det(Al — A) nazyvame charakteristickym polynomem matice A.

(3) Nasobnosti vlastniho €isla A rozumime nasobnost A jakoZzto kofene charakteristick-
¢ho polynomu.

(4) Souéin vSech vlastnich ¢isel matice A, pokud se kazdé pocita tolikrat, kolik je
jeho nasobnost, je roven det A. Analogicky soudet je roven tr(A) (viz nésle-
dujici oddil). Oboji lze dokézat podrobnéjsi analyzou tvaru charakteristického
polynomu.

Véta 19. Necht A € M(n x n) je symetrickd. Pak jsou jeji vlastni ¢isla redlna.
Definice. Rekneme, Ze matice Q € M (n xn) je ortogondlni, jestlize plati Q7 Q = QQ” =
I.
Poznamka. Necht Q € M(n x n). Ozna¢me q', ..., q" sloupce matice Q. Pak matice
Q je ortogonalni, pravé kdyz

e |lgi|| =1prokazdéie {1,...,n};

e jsou-li 4,5 € {1,...,n} riznd, pak <gq;,q;> = 0, neboli vektory g; a g; jsou
kolmsé.

Stejné tvrzeni plati pro fadky matice Q.

Véta 20 (spektralni rozklad matice). Necht A € M(n xn) je symetricka. Pak existuje
ortogonalni matice Q € M(n x n) takovd, ze

A1 ... 0
] IR
0 ... A\
kde My, ..., \, jsou vlastni ¢isla matice A.

Poznamky.

(1) Sloupce matice Q z predchozi véty jsou vlastni vektory matice A. To napovida
jednak, jak by se Véta 20 dala dokazat, a jednak, jak by se matice Q dala najit.

(2) Mnoziné vlastnich ¢isel matice se Fikd spektrum matice.

(3) Jsou-li A a Q jako wve Vété 20, pak pro kazdy polynom
p(2) = a4mx™ + Qp_12™ 4+ -+ a2 + ag plati

p(A1) ... 0
AmA™ + a4y 1 A" 4 b aAFal = Q Q7.
0 oo p(An)
Matice nalevo se obvykle znac¢i p(A).

Disledek. Necht A € M(n x n) je symetrickd. Pak A je PD (ND, PSD, NSD), pravé
kdy?7 jsou vsechna jeji vlastni ¢isla kladnd (zdpornd, nezapornd, nekladnd).



