VIII.4 Integrace racionalnich funkci

Definice. Raciondlni funkci budeme rozumeét podil dvou polynomu, kde
polynom ve jmenovateli neni identicky roven nule.

Véta 17 (o déleni polynomu). Necht P a @ jsou dva polynomy (s
komplexnimi koeficienty), pricemz polynom () neni identicky roven nule.
Pak existuji jednoznacné urcené polynomy R a Z splnujici:

(i) Polynom Z je nulovy nebo ma stupen mensi nez stupen Q).

(ii) P(x) = R(x)Q(x) + Z(x) pro vsechna z € C.
Pokud maji P a () realné koeficienty, maji i R a Z realné koeficienty.

Dsledek. Je-li P polynom (s komplexnimi koeficienty) a A € C
je jeho koren (tj. P(\) = 0), pak existuje polynom R (s komplexnimi
koeficienty), pro ktery plati P(x) = (z — A\)R(x) pro x € C.

Pokud ma P realné koeficienty a A € R, pak i polynom R ma realné
koeficienty.

Véta 18 (o rozkladu na kofenové ¢initele). Necht P(z) = anz™ + -+ +
a1x + ag je polynom stupné n s komplexnimi koeficienty. Pak existuji
¢isla x1,...,x, € C takova, ze

P(x) = an(z —21) ... (x — xp), x € C.

Definice. Nechf P je polynom, A € C a k € N. Rekneme, 7e \ je
kofen nasobnosti k£ polynomu P, jestlize existuje polynom R, ktery spliuje
R(A\) #0a P(z) = (x — \)*R(z) pro x € C.

Poznamka. Necht P je polynom stupné n a uvazujme jeho rozklad dany
Vétou 18. Pak z1,...,x, jsou vSechny kofeny polynomu P. Navic, je-li
A kofenem, pak jeho nasobnost je rovna poc¢tu vyskytu ¢isla A v seznamu
LlyeenyTp.

Poznamka. Je-li z € C, z = a+ b, a,b € R, pak Z = a — b je cislo
komplexné sdruzené. Pro z,w € C plati

o z +w=2z-+w;
& Z W =72Z" W,
e z = 2z pravé kdyz z € R.

Véta 19 (o kofenech polynomu). Necht P je polynom s redlnymi
koeficienty a z € C je koren P nasobnosti k € N. Pak i Z je koren P
nasobnosti k.



Véta 20 (o rozkladu polynomu). Necht P(z) = apx™ + -+ + a1z + ag
je polynom stupné n s realnymi koeficienty. Pak existuji realna cisla

X1y Tk, Q1,...,Q7, P1,...,0; a prirozena cisla p1,...,Pk, q1,---,q
takova, ze
(i) P(z) = an(z—z1)P ... (2 — )P (22 + 1z + B1) ... (22 + oz +
BZ)QL
Y
(ii) Zddné dva z mnohoélenii x — x1, ¥ — Ta,..., o — Tp, 2 + a1T +
Bi, ..., x%2 + ayz + B; nemaji spole¢ny koren,
(iii) mnohoécleny x? +ayx+ B, ..., 2%+ qux + ; nemaji zadny redlny
koren.

Véta 21 (o rozkladu na parcidlni zlomky). Necht P, @) jsou polynomy
s realnymi koeficienty takové, ze

(i) stupen P je ostre mensSi nez stupen @,
(i) Q(x) = an(z—21)Pr ... (z—2p)P* (22 + 1+ B1)D ... (2% +yx +
B,
(iii) apn, z1,... Tk, 1,..., a1, B1,...,0i € R, a, #0,
(iv) p1y-- s Pks @1, ---,q € N,

(v) #4dné dva z mnohoclenti x — x1, x — Ta,...,T — Tk, T2 + Q12 +
Bi, ...,x% + ayz + B; nemaji spolecény koren,
(vi) mnohoéleny 2%+ ayx+ By, ..., 2% + oz + 8 nemaji redlny koien.
Pak existuji jednozna¢né uréend ¢isla Al,. .. 7A11)17 o AR ,A’;k,
B, CL, ..., B;I,qul, ..., BL,CL, L ,Bél,C’él takova, ze plati
P(z Al A Ak Ak
(): 1 4o P oy L Ly PR
Q(x) (x—x)1 (x — x1) (x — xk)P* T — Tk
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