VIII.6 Zaklady teorie vicerozmérného (Lebesgueova) integralu
konstrukce Lebesgueovy miry a Lebesgueova integralu
MERITELNE MNOZINY A LEBESGUOVA MIRA
Definice. Necht n € N. Pak symbolem B,, budeme znacit nejmensi systém podmnozin
R, ktery ma nasledujici vlastnosti:
(i) B, obsahuje vSechny oteviené podmnoZiny R";
(ii) pokud mnoZina A patii do B, pak i R™ \ A pat¥i do By;
(iii) pokud {Ax} je posloupnost mnozin z B, pak i mnozina |J;—, Ay patii do B,.

Prvky B,, se nazyvaji borelovské mnoziny, systém I3,, pak o-algebra borelovskych mnozin.
Poznamka: Systém B,, ma dale nasledujici vlastnosti:

(iv) B, obsahuje v8echny uzaviené podmnoziny R";
(v) pokud A, B € B,,, pak i mnoZiny AN B, AU B, B\ A patii do By;
(vi) pokud {4y} je posloupnost mnozin z B, pak i mnozina (\,—, Ax pat¥i do B,,.

Véta 28 (existence Lebesgue-Borelovy miry). Necht n € N. Existuje pravé jedno
zobrazeni \,, : B,, — (0, 4+00) s nasledujicimi vlastnostmi:

(a) Pokud ay,...,an,b1,...,by, jsou redlnd cisla spliujici a; < b; proi =1,...,n,
pak

/\n<<a1,b1) % (az,ba) X - X (an,bn)) — (b1 — a1)(bs — az) - - (b — an).

(b) Pokud {Ay} je disjunktni posloupnost mnozin z 13,,, pak

n ([j Ak) S ),

Zobrazeni \,, nazyvame n-rozmérnou Lebesgue-Borelovou mirou.

Definice. Necht A C R".
e Rekneme, 7e A je lebesgueovsky méfitelnd (kratce méfitelnd), pokud existuji B, C €
B,., pro které plati

BCcAcCCa\/(C\B)=0.

e Systém vSech lebesgueovsky métitelnych podmnozin R™ budeme znacit gn.
e Pokud A je lebesgueovsky méritelna, pak definujeme

An(A) = A\ (B), kde B je jako v prvnim bodé.

Poznamka. Zobrazeni X, : B, — (0,40c) je dobie definované (tj. hodnota X, (A)
nezavisi na konkrétni volbé mnozin B, C'). Toto zobrazeni nazyvame n-rozmérnou Lebes-

gueovou mirou.



Véta 29 (vlastnosti méfitelnych mnoZin a Lebesgueovy miry).
(1) gn D B, specialné gn obsahuje otevrené i uzaviené podmnoziny R".
(2) Pokud mnozina A patii do B,,, pak i R™ \ A patii do B,,.
(3) Pokud {Ax} je posloupnost mnozin z By, pak i mnoZiny ;Z; Ax a (N2 Ak
patri do B,,. A
(4) Pokud A, B € B,,, pak i mnoziny AN B, AU B, B\ A patri do B,.
(5) Pro A € B,, plati \,(A) = \,(A).
(6) Pokud {Ay} je disjunktni posloupnost mnozin z BB,,, pak

Xn (G Ak> = iXH(Ak).

(7) Pokud A € B, a XH(A) — 0, pak pro kazdou podmnozinu B C A plati B € B,,

(a2, 8)=0) o .
(8) Pokud A€ B, ax € R", pakx+ A€ B, ax+ A) =\, (A).
(9) Pro kazdé A € B,, plati

An(A) = inf{\,(G); G D A oteviend} = sup{\,(K); K C A kompaktni}.

Umluva: Nadéle budeme n-rozmérnou Lebesgueovu miru znacit \,, namisto Xn.
Definice. Mnozina A C R” se nazjva nulovd v R", pokud A € B, a An(A) =0.

Véta 30 (vlastnosti nulovych mnozin).

(a) Jednoprvkové mnoziny jsou nulové v R".

(b) Je-li A nulovda podmnozina v R", pak kazda jeji podmnoZina je také nulova
v R™.

(¢) Je-li pro kazdé k € N mnoZina Ay nulovd v R", je i ;- Ax nulovd mnozina.

(d) Je-li A C R™ konvexni mnoZina, pak jeji hranice H(A) je nulovd mnoZina.

JEDNODUCHE FUNKCE A JEJICH INTEGRACE
Definice.

e Necht A C R™. Charakteristickou funkci mnoZiny A rozumime funkci x4 defino-
vanou predpisem

1, pokud x € A,

Xa(®) = { 0, pokud x € R\ A.

e Jednoduchou (méfitelnou) funkci budeme rozumét funkei tvaru

f = C1XA, + C2X A, +oF Ce XAy,

kde Ay, Ag, ..., Ax € B, jsou po dvou disjunktni mnoziny a cq,...,c; € R.

Poznamka: Pokud f a g jsou jednoduché funkce a o, € R, pak af + g je také
jednoduché funkce.



Definice. Necht f je jednoduché funkce, kterda ma vyse uvedeny tvar. Jeji Lebesgueiv
integrdl definujeme vzorcem

(L)/nfdAn (A1) + eadn(As) + - -+ cihn (AR,

pokud mé soucet na pravé strané smysl (pficem7 pouzivame konvenci 0 - (+o00) = 0.
Pokud soucet na pravé strané smysl nema, iikdme, Ze Lebesgueiv integral (L) [, fdX\,
neexistuje.

MERITELNE FUNKCE

Véta 31 (charakterizace mé¥itelnych funkei). Necht f : R™ — R* je funkce. Pak
nasledujici tri podminky jsou ekvivalentni.

(1) Existuje posloupnost jednoduchych funkci (gp‘) takova, ze pro kazdé x € R"
plati gg(x) — f(x).
(2) Pro kazdé c € R patii mnoZiny

{x e R"; f(x) > c} a{x e R"; f(x) < ¢}

do gn.
(3) Pro kazdou otevienou mnozinu G C R je f~1(G) € B,,.

Definice. Funkce f : R™ — R* se nazyva (lebesgueovsky) méfitelna, pokud splituje jednu
z ekvivalentnich podminek z Véty 30.

Véta 32 (vlastnosti méfitelnych funkei).
(1) Kazda spojita funkce je méritelna.
(2) Necht f,g:R"™ — R* jsou méfitelné funkce.
o Je-li funkce f 4+ g definovana na celem R", pak f + g je méritelna funkce.
o Je-li funkce f - g definovana na celém R", pak f - g je méritelna funkce.
o Je-li aw € R\ {0}, pak af je méritelna funkce.
o max{f,g} a min{f, g} jsou méritelné funkce.
(3) Funkce f:R"™ — R* je méfitelnd, pravé kdyz funkce f* a f~ jsou méfitelné.
(4) Necht f,g: R™ — R* jsou dvé funkce, pricemz f je méritelna a existuje nulova
mnozina E C R™ takovd, ze f = g na R™\ E. Pak g je méritelna.
(5) Necht (fx) je posloupnost méritelnych funkci R* — R* a pro kazdé x € R"
existuje limita f(x) = lilgn frx(x). Pak i funkce f je méritelna.

(6) Necht gi,...,g9x : R® — R jsou méfitelné funkce a f : R¥ — R je spojita
funkce. Pak funkce

F(x) = f(g1(), ..., gk(x)), =eR",

je méritelna.



LEBESGUEUV INTEGRAL PRO MERITELNE FUNKCE
Definice.

e Necht f : R™ — (0,400) je nezdpornd méfitelnd funkce. Pak jeji Lebesgueliv
integral definujeme vzorcem

(L) fd\, = sup {(L)/ gd\,; g jednoduchd,0 < g < f}
Rn n

(pokud je mnoZina vpravo shora neomezend, je integral roven +o0).
e Necht f : R — R* je méritelnd funkce. Jeji Lebesguelv integrdl definujeme
vzorcem

W[ son=w [ fran-w [ £

pokud je rozdil vpravo definovan.

Pokud je rozdil vpravo definovan, ikame, ze (L) [ pn | A\ existuje, pripadné,
ze funkce f md Lebesguellv integrdl. Pokud rozdil vpravo neni definovan, fikdme,
ze (L) [ g | d\n neexistuje, pripadné, 7e funkce f nemd Lebesgueuv integrdl.

Pokud (L) [, f d\, existuje a je roven redlnému éislu, fikame, ze (L) [, f dA,
konverguje, pripadné, Ze funkce f je integrovatelnd.

Pokud (L) [,. f dA, existuje a je roven 400 nebo —oo, ¥ikdme, 7e (L) [4, fdAn

diverguje.
° Necht’ AeB,af:A— R* Funkce f je méfitelnd, pokud je méfitelnd funkce
f, kde
ry f($)7 T < A7
Fla)={ y
0, x € R™\ A.

V tom ptipadé Lebesgueiv integral funkce f pres mnozinu A definujeme predpisem

(L)/AfdAn:/nfdAn

v piipadé, Ze integral napravo existuje. N
e Necht A € B, a f : A — R* je méfitelnd. Pokud B € B,,, B C A, pak

definujeme
@ [ fan = [ o fin,
B A

v piipadé, ze integral napravo existuje.



