Dopliujici cviceni k Lebesgueové mire a Lebesgueovu integralu
Cviceni 1: Ukazte, ze mnozina celych ¢isel Z je nulova v R.

Ndvod: Vime, Ze jednobodové mnoziny jsou nulové a sjednoceni posloupnosti
nulovych mnozin je nulovda mnozina (viz Véta VIII.30)

Cviceni 2: Ukazte, ze mnozina racionalnich cisel Q je nulova v R.

Ndavod: Napriklad lze psdit Q = Uzo:l{gz k € Z} a kazdd z mnoZin napravo
je nulovd.

Cviceni 3: Ukazte, A\1((0,1)N (R \ Q)) = 1.ze mnozina racionalnich ¢isel Q
je nulova v R.

Ndvod: M\ ((0,1)N(R\Q)) = A1((0,1)) \ A1((0,1) N Q).

Cviceni 4: Necht f = xo1nm\q). Ukazte, ze f<071> f = 1, ale f nema
Riemannuv integral pres (0, 1).

Navod: Pouzijte Cviceni 3 a definici Lebesqueova integrdalu pro jednoduché
funkce. Pro neexistenci Riemannova integralu ukazte, Ze kazdy horni soucet
je 1 a kazdy dolni soucet je 0.

Cviceni 5: Spoctéte obsah kruhu pomoci Fubiniovy véty.

Ndvod: Spocteéte fB([O o.r) 1 s vyuzitim Véty VIII.38. Tim se vypocet prevede
na vypocet integrdalu f; 2Vr? — 2?2 dx, viz obrdzek.




Cviceni 6: Spoctéte objem koule pomoci Fubiniovy véty.

Ndvod: Spoctéte fB([
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Cviceni 7: Spoctéte objem rotacniho kuzele pomoci Fubiniovy véty.

Ndvod: Predstavme si kuZel, jehoZ podstavou je kruh v roviné yz o stredu v
pocdtku a poloméru r a jehoZ vrcholem je bod [v,0,0]. S vyuzitim Véty VIII.38
a obsahu kruhu se vypocet prevede na vypocet integralu fov WZ—z(v —x)?dx, viz

obrazek:
r

kruh o poloméru = (v — )

Cviceni 8: Spoctéte objem koule pomoci sférickych souradnic, tj. pomoci
substituce za pouziti zobrazeni ¢(r,s,t) = [rsinscost,rsinssint,rcos s,
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Cviceni 9: Nechf f je méfitelnd funkce na R, pro kterou plati fR f=1
Ukazte, ze pro kazdou méfitelnou mnozinu A C R plati

f(a+y) dedy = A\ (A).
RxA

Ndvod: Podle Fubiniovy véty je [, f(a+y)dedy = [, (g f(z+y)dz) dy,
pricemz vnitrni integral je vZdy roven 1.

Cviceni 10: Necht f je nezdpornd méfitelnd funkce na R, pro kterou plati
fR f = 1. Ukazte, ze pro kazdou métitelnou mnozinu A C R plati
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Ndavod: Podle Fubiniovy véty je foAf xy)dedy = fA (fR xy dac) dy,
pricemz vnitrni integral je roven Iy\ podle véty o substituci (pro y #0).



