Doplnujici cviéeni k oddilim IX.3 az IX.5
Cviéeni 1: Necht x4, ..., z; € R" jsou nenulové vektory, které jsou navzjem
kolmé. Ukazte, ze jsou linearné nezavislé.
Ndvod: Ukazte z vliastnosti skaldrniho soucinu a normy, Ze
2 _ 2 2 2
larxy + - + oy ||* = afl|lx||* + - - - + agllex]]®

Cviceni 2: (PRO ZAJEMCE) Necht a,b € R, a < b. Necht C({a,b)) znaci
vektorovy prostor vSech spojitych (redlnych) funkei na intervalu (a,b). Pro
f,g € C({(a,b)) oznaéme

< f9>= /abfg-

Ukazte, ze toto zobrazeni je skalarni soucin.

Ndvod: Quvérte prislusné vlastnosti, viz komentdr k oddilu 1X.35.
Cviceni 3: (PRO ZAJEMCE) Pro n € N necht f,(r) = sinnz; pro n €
N U {0} necht g,(z) = cosnz (specidlné go(z) = 1). Ukazte, ze funkce
fusn € N ag,,neNU{0}

jsou navzajem kolmé v prostoru C((0,27)) (vzhledem ke skaldrnimu sou¢inu
ze Cviceni 2).

/ . . . R . . 2m 2m 2m
Ndvod: Spoctéte prislusné integraly, tj. fo froi, fo fufi a fo Jrgi-

Cviceni 4: (PRO ZAJEMCE) Pfi znaceni ze Cvicen{ 3 ukazte, Ze mnozina
{fn:neN}U{g,: n e NU{0}}

je linedrné nezavisla v prostoru C((0, 27)).

Ndvod: Postupujte podobné jako ve Cuiceni 1.

Cviceni 5: Necht @) je kvadraticka forma na R. Ukazte, Ze je bud nulovi,
nebo pozitivné definitni, nebo negativné definitni.

Ndvod: Uvédomte si, Ze Q(x) = ax® pro néjaké a € R.

Cviceni 6: Ukazte, ze symetricka transformace neméni hodnost matice.
Ndvod: Rddkové i sloupcové ipravy zachovdvaji hodnost matice.

Cviceni 7: Necht A je symetrickd matice, kterd je pozitivné definitni nebo
negativné definitni. Ukazte, ze A je regularni.

Ndvod: Pro diagondlni matici je to snadné. Symetricka matice lze symetric-

kou transformaci prevést na diagondlni. Vyslednd matice ma stejnou povahu
(definitnost) i hodnost (podle Cvicenti 6).
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Cviceni 8: Necht A je symetrickd matice. Ukazte, Ze plati ekvivalence:

1. A je pozitivné definitni, praveé kdyz je pozitivné semidefinitni a zaroven
regularni.

2. A je negativné definitni, praveé kdyz je negativné semidefinitni a zaroven
regularni.

Ndvod: Pro implikact = pouZijte Cviceni 7. Pro opacnou implikaci postupujte
podobné jako ve Cvicend 7.

Cviceni 9: Necht A je symetrickd matice, kterd neni nulovd, ale vSechny
prvky na diagonale jsou nulové. Ukazte, ze A je indefinitni.

Ndvod: Pouzijte Sylvestrovo pravidlo — Vétu IX.17(ii). Ukazte, Ze aspon jeden
z prislusnych determinantu 7ddu 2 je zdaporny.

Cviceni 10: Nechf A je symetrickd matice fadu n, kterd je indefinitni.
Ukazte, ze existuje takové € > 0, ze kazda symetrickd matice B tadu n,
ktera splinuje

VZ,j S {1, R ,n}: ’CLU - b@]‘ <g,
je indefinitni.
Ndvod: Ezistuji ¢,y € R", Ze xTAx > 0 a yT Ay < 0. Pouzijte, Ze funkce
B — Az je spojitd jako funkce n® promeénnjch.
Cviceni 11: Necht A je symetrickd matice fddu n, kterd je pozitivné defi-
nitni. Ukazte, ze existuje takové ¢ > 0, ze kazda symetrickd matice B radu
n, ktera splnuje

Vi, j € {1,...,n}: ’Cli]’ — bzg‘ <eg,
je pozitivné definitni.
Ndvod: Pouzijte Sylvestrovo pravidlo — Vétu IX.17(i). PouZijte spojitost de-
terminantu matic vddu k jakozto funkce k* proménnijch.
Cviéeni 12: Nechf A je symetrickd matice fadu n, kterd je negativné defi-
nitni. Ukazte, Ze existuje takové € > 0, ze kazda symetrickd matice B fadu
n, ktera splnuje

Vi, j € {]_, .. 7TL}I |CL7;]‘ — b7«]| <ég,
je negativné definitni.

Ndvod: Pouzijte Sylvestrovo pravidlo — Veétu 1X.17(i). Pouzijte spojitost de-
terminantu matic Fddu k jakozto funkce k* proménnijch.



Cviceni 13: Necht A je étvercovd matice fddu n.
1. Ukazte, ze matice ATA je symetrickd a pozitivné semidefinitni.
2. Necht A je navic regularni. Ukazte, Ze ATA je pozitivné definitni.

Ndvod: 1. Uvédomte si, ze T ATAx =< Az, Az >. 2. VyuZijte napr. Cvicent
8.

Cviceni 14: Necht A je ¢tvercovd matice faddu n. Ukazte, Ze A je reguldrni,
pravé kdyz 0 neni vlastni ¢islo matice A.

Ndavod: Pouzijte Veéticku IX.18(i).

Cvicéeni 15: Necht A je ¢tvercova matice fadun a A € C je jeji vlastni ¢islo.
Ukazte, ze pro kazdé k € N je \* vlastnim ¢éislem matice AF.

Ndavod: Matematickou indukci ukazte, Ze lze pouZit stejny vlastni vektor.

Cviceni 16: (PRO ZAJEMCE) Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Ukazte,
7e vsechna vlastni ¢isla matice A? jsou tvaru A?, kde A je vlastni ¢islo matice

A.

Ndvod: Necht o € C. Pak polynom x* — p lze rozloZit ve tvaru x* — p =
(x — X)(x + X) pro vhodné X\ € C (viz Véta VIII.18). Pak plati pl — A? =
(AL — A)Y(AL + A). Pokud p je vlastni ¢islo A?, pak ul — A% nend requldrni,
a tedy aspori jedna z matic \I — A a NI 4+ A nend requldrni, tedy bud X\ nebo
—\ je vlastni ¢islo matice A.

Cviceni 17: (PRO ZAJEMCE) Necht A je ¢tvercovd matice fadu n a k € N.
Ukazte, ze vSechna vlastni ¢isla matice A* jsou tvaru A*, kde A je vlastni
¢islo matice A.

Ndvod: Postupujte podobné jako ve Cviceni 16, s pouzitim rozkladu x* — p =
(x = X)) (= Ap).

Cviceni 18: Necht A je étvercové matice fadu n. Ukazte, Ze matice A a AT
maji stejnd vlastni cisla.

Ndavod: Pouzijte Véticku IX.18(i) a vétu o determinantu transponované ma-
tice.

Cviceni 19: Necht A je reguldrni matice fddu n a A € C jeji vlastni &islo.
Ukazte, ze § je vlastnim ¢éislem inverzni matice A~

Navod: Ze Cviceni 14 vime, Ze A # 0. Uvédomte si, Ze plati %]I — Al =
%A’l(A — AM). Nebo, alternativne, ukazte, Ze lze pouZit tijz vlastni vektor.
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Cviceni 20: Necht A je symetrickd matice fddu n.

1. Predpokladejme, ze A mé jediné vlastni ¢islo (ndsobnosti n), a to 0.
Ukazte, ze A je nulova matice.

2. Predpoklddejme, ze A m4 jediné vlastni ¢islo (ndsobnosti n), a to 1.
Ukazte, ze A je jednotkova matice.

Ndvod: Pouzigte Veétu I1X.20.
Cviceni 21: Najdéte priklady ¢tvercovych matic A a B takovych, zZe:

1. A ma jediné vlastni ¢islo (ndsobnosti n), a to 0, ale neni to nulova
matice.

2. B m4 jediné vlastni ¢islo (ndsobnosti n), a to 1, ale nenf to jednotkova
matice.

Ndvod: Vezmeéte vhodné horni ¢i dolni trojuhelnikové matice.

Cviéeni 22: Necht A je symetrickd matice fddu n. Piedpokladdejme, Ze 0 je
vlastni ¢islo matice A, a to ndsobnosti k. Ukazte, ze h(A) =n — k.

Ndvod: Pouzijte Vétu IX.20. Rozmyslete si, Ze hodnost matice A je stejnd

jako hodnost uvedené diagondlni matice a Ze ta diagondlni matice md na
diagondle prdve n — k nenulovych proki.



