Komentafi k oddilu IX.2 — linearni zobrazeni

K definici linearniho zobrazeni:

e Definice linearniho zobrazeni mezi vektorovymi prostory pripomina de-
finici linearniho zobrazeni R"™ do R™ v odddile VL.5.

Je zcela analogickd — linedrni zobrazeni je takové zobrazeni, které za-
chovava operace. Rozdil je pouze v tom, Ze zde pracujeme s obecnymi
vektorovymi prostory, ne pouze s konkrétnim piikladem R™ resp. R™.

Abychom mohli mluvit o linedrnich zobrazeni U do V', musi byt oba
prostory nad tymz K — bud oba redlné nebo oba komplexni. To proto,
aby na nich byly opravdu stejné operace a aby podminka L(au) =
aL(uw) méla smysl pro kazdé a € K.

e Je-li L: U — V linedrni zobrazeni, pak L(o) = o. Tedy, nulovy vektor
v U se zobrazi na nulovy vektor ve V.

Ukazme si proc: Plati totiz
L(o) = L(o+ o) = L(o) + L(o).

Pokud nyni od obou stran odecteme L(o0) (tedy, presnéji, k obéma
strandm pri¢teme opacny vektor —L(0), dostaneme

L(o) + (~L(o)) = (L(o) + L(Ol) +(=L(o)) ,

=o =L(0)+(L(0)+(~L(0)))=L(0)+0=L(o)

tedy opravdu L(o) = o.
e Piiklady linedrnich zobrazeni:

1. Linearni zobrazeni L : R" — R’ lze charakterizovat jako zobra-
zeni reprezentovand néjakou matici typu m x n (viz oddil VI.5).

2. Zobrazeni L : C" — C™ je linearni, pravé kdyz existuje matice
A € Mc(m x n) (tj. komplexni matice typu m x n), ze

L(x) = Az pro = € C",

kde prvky C™ a C™ reprezentujeme jako sloupcové vektory.
To je zcela analogické Vété VI.18 a dukaz je také zcela stejny.



3. Zobrazeni L : s — s definované predpisem

L({zn}) = {22}, {aa} €s,

které posloupnosti realnych cisel pritadi vybranou posloupnost
tvorenou prvky se sudymi indexy, je linedrni.

Dokéaze se to tak, ze se ovéri obé vlastnosti z definice:
Vlastnost (i): Pro dvé posloupnosti {x,}, {y.} € s plati:

L{zn}+H{yn}) = LUzntyn}) = {z2ntyon} = {w2n}+{y2n} = LH{zn})+L({yn}).

Vlastnost (ii): Pro posloupnost {z,} € s a a € R plati:
L(a{zn}) = L({azn}) = {axon} = a{zan} = aL({zn}).
4. Zobrazeni L : s — R definované predpisem

L({zn}) = 10 — w9, {zn} €5,

které posloupnosti redlnych ¢isel pritadi rozdil desatého a devatého
¢lenu posloupnosti, je linearni.

Dokaze se to tak, ze se ovéri obé vlastnosti z definice:
Vlastnost (i): Pro dvé posloupnosti {z,}, {y,} € s plati:

L({zn} +{yn}) = LH{zn + yn}) = (210 + y10) — (29 + Yo)
= (210 — T9) + (Y10 — yo) = L{zn}) + L({yn}).

Vlastnost (ii): Pro posloupnost {z,} € s a a € R plati:
L(a{x,}) = L({az,}) = axig — axg = a(x19 — x9) = aL({z,}).
5. Zobrazeni L : ¢ — R definované predpisem

L({z,}) =limz,, {z,}€c,
které konvergentni posloupnosti realnych cisel pritadi jeji limitu,
je linedrni.

Plyne to z véty o aritmetice limit.



6. Zobrazeni L : C(R) — C(R) definované predpisem

L(f)(z) = f(2*), z€R, feCR),
které spojité funkci f prifadi (taktéz spojitou) funkci z — f(z?),
je linedrni.
Dokéaze se to tak, ze se ovéri obé vlastnosti z definice:
Vlastnost (i): Pro dvé funkce f,g € C(R) a = € R plati:

L(f+g)(z) = (f+9)(%) = f(2")+g(a?) = L(f)(2)+L(9)(z) = (L(f)+L(9))(x).
Vlastnost (ii): Pro funkei f € C(R), ¢islo a € R a z € R plati:

L(af)(z) = (af)(2*) = a- f(2*) = aL(f)(z) = (aL(f))(2).

7. Zobrazeni L : C(R) — R definované predpisem

1

L(f) = 5(f(0) + f(1)),  feCR),

které spojité funkci f prifadi aritmeticky prumeér hodnot f v bodé
0 a v bodé 1, je linearni.

Dokaze se to tak, ze se ovéri obé vlastnosti z definice:
Vlastnost (i): Pro dvé funkce f, g € C(R) plati:

L(f+9) = 5((F+a)O)+(F+9)(1) = S(FO+F(1)+5(9(0)+9(1) = L)L)
Vlastnost (ii): Pro funkci f € C(R) a ¢islo a € R plati:
L(af) = 5((af)(0) + (@f)(1) = a- 5 (F(0) + F(1)) = aL ().

8. Zobrazeni L : C(R) — R definované predpisem

L(f) = /0 /. fecCR),

které spojité funkci f prifadi jeji Riemannuv integréal pfes interval
(0,1), je linedrni.

Z Veéty VIIL5 plyne, ze pro kazdou f € C(R) existuje jeji Rie-
mannuv integral pres interval (0,1). Tedy, zobrazeni L je dobie
definované.

To, ze L je linearni, pak plyne z Véty VIIIL.3(iii).
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9. Zobrazeni L : C'(R) — C(R) definované vzorcem

L(f)(z) = f'(z), z€R, feC'(R),
které kazdé funkci tiidy C! piifadi jeji derivaci, je linedrni.
Plyne to z véty o aritmetice derivaci — viz Véta IV.13(i).

K pojmum jadra a obrazu a Vété 1X.5:

e Je-li L : U — V linearni zobrazeni, pak jeho jadro je podmnozina U
tvorend témi vektory, které se zobrazi na nulovy vektor. Jinymi slovy,
ker L = L™'(o0).

Jadra vyse uvedenych linearnich zobrazeni:

3. Jadro tvorti ty posloupnosti, které na vsech sudych mistech maji
nulu, tj.

ker L = {{x,}: pro kazdé n € N je xq, = 0}

4. Jadro tvori ty posloupnosti, které maji na devatém a desétém
misté stejné cislo.

Jadro tvori posloupnosti s limitou 0.

Jadro tvori ty spojité funkce, které jsou nulové na (0, +00).
Jadro tvori ty spojité funkce, které maji v 0 a v 1 opacné hodnoty.
ker L = {f € C(R): [, f =0}.

Jadro je tvoreno konstantnimi funkcemi.

R B NS

e Je-li L : U — V linearni zobrazeni, pak Im L znac¢ime jeho obor hodnot,
tj.
ImL={veV:3ueclU: Lu) =v}.

e Bod (i) Vety IX.5 tikd, ze jadro linedrntho zobrazeni L : U — V
je podprostor prostoru U. Dikaz je jednoduchy, ovéfime vlastnosti z
definice podprostoru:

— ker L # (): Vime, ze L(o) = o, a tedy o € ker L.



— Necht u;,us € ker L. Pak

L(uy +u2) = L(u1) + L(uz) =0+ 0 = o,
—— =

=0 =0

tedu u; 4+ usy € ker L.
— Nechf u € ker L a a € K. Pak
L(au) =aL(u)=a-0=o,
~—~—~

=0

a tedy au € ker L.

Pozndamka: Pouzili jsme rovnost a - o = o, kterou jsme zatim
nedokdzali. Ta ovsem plyne z axiomu vektorového prostoru:

tedy a- 0 = o.

e Bod (ii) Vety IX.5 fiké, ze obor hodnot linedrntho zobrazeni L : U — V
je podprostor prostoru V. Diikaz se opét provede ovérenim vlastnosti
z definice podprostoru:

— Im L # (): Vime, ze L(o) = o, a tedy o € Im L.
— Necht v;,v, € ImL. To znamend, Ze existuji w;,us € U, pro
ktera plati L(u;) = v; a L(uy) = vy Pak
L(’U,l + ’UQ) = L(Ul) + L(’U,Q) = V1 + Vo,

tedu v + vy € Im L (je obrazem vektoru w; + us).

— Necht v € Im L a € K. Pak existuje u € U, pro které L(u) = v.
Potom
L(au) = aL(u) = a - v,

atedy a-v € Im L (je obrazem vektoru « - u).

e Bod (iii) ddva do souvislosti dimenze jadra, oboru hodnot a definié¢niho
oboru linearniho zobrazeni.

Dukaz: Ozna¢me k = dim ker L am = dim Im L. Nejprve predpokladejme,
ze k i m jsou pfirozend ¢isla (tj. ani 0 ani +00).
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Krok 1: Nechf wy, ..., u; tvoii bdziker L a vy, ..., v,, tvoif bdzi Im L.
Protoze vy,...,v, € Im L, existuji wy,...,w,, € U, pro kterd
plati L(w;) = vy, L(ws) = v, ..., L(w,,) = v,

Ukazeme, ze vektory wq,...,ug,ws,...,w,, tvori bazi U. Pak
bude platit, ze dim U = k + m a diukaz bude hotov.

Krok 2: Vektory wq,...,ug, wq,...,w,, jsou linearné nezavislé.

Predpokladejme, ze a, ..., ax, b1, ..., B € K jsou takova, ze
a1u1+--«+akuk+ﬁlw1+---+ﬁmwm:o. (*)
Pak plati
o = L(O) = L(a1u1 + -+ apug + 51’11)1 + -+ 5mwm)
= a1 L(uy) + - + o L{ug) +51 L(wy) +- -+ + B L(win)
S—— S——

/

=o, protoze wui,...,urker L =v1 =Um

= f1v1 + - + BV
Protoze vy, ..., v,, jsou linearné nezavislé, musi byt
Br=0r="=0p=0 (%)
Tedy, z (*) nyni dostaneme

o:a1u1+~--+akuk+ﬁ1'w1—i—~-~+6mwm

=o podle (xx)

= Uy + o Ug.
Protoze uq, ..., u; jsou linearné nezavislé, dostaneme
ar =y =---=aq =0.

Vidime tedy, ze vSechny koeficienty v linedrni kombinaci v () jsou

nulové.
To dokoncuje dukaz linearni nezavislosti vektoru wq, . . ., u, wy, . ..
Krok 3: ling{uy,...,ux,wy,...,w,} =U.

Necht w € U. Pak L(u) € Im L. Protoze vy, ...,v,, tvori bézi
Im L, existuji koeficienty £y, ..., G, € K spliujici

L(U) = Blvl + -+ 6mvm- (O)
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Oznacéme
azﬁlwl+"'+ﬁmwm~

Pak

= Blvl +oe 4+ 6m'vm = L(“’)?

a tedy
Lu—u)=L(u)— L(u) = L(u) — L(u) = o,
neboli
u—u € ker L
. Protoze wuq,...,u; tvori bazi ker L, existuji ay,...,q,, € K
spliujici
uU— U= + -+ apuyg.
Pak ovsem

U= U+t oput e = Uyt apugt Srwr+- B wn,.
Tedy w € ling{wy, ..., up, wy,..., Wy}

Tim je dukaz hotov pro ptipad, kdy k, m € N. Proberme nyni zbyvajici
pripady:

— m = 0: V tomto piipadé Im L = {o}, tedy L je konstantni zobra-
zeni, které kazdému uw € U pritadi nulovy vektor. To znamena, ze
ker L = U. Tedy

dimU =dimU 4+ 0 = dimker L + dim Im L.

— m = 4o00: V Im L existuje nekonecnd linedrné nezavisla mnozina.
Podobné jako v kroku 1 vyse si ke kazdému prvku této mnoziny
vezmeme néjaky z jeho vzori a tim dostaneme nekone¢nou linearné
nezavislou mnozinu v U (viz krok 2). Tedy dim U = +o00 a pozadovand
rovnost plati, protoze obé strany jsou +oo.

— k = +o00: Protoze dimker L = 400 a ker L C U, musi byt také
dim U = +400. Opét pozadovana rovnost plati, protoze obé strany
jsou +o0.



— k =0, m € N: V tomto ptipadé je ker L = {o}. Postupujeme

podobné jako v dukaze vySe, jen neuvazujeme w1, ..., Ug.

Tedy, jako vySe vezmeme vy, ..., v,, a zvolime wy, . .., w,,. Jako v
) 9 9 Y )

kroku 2 ukazeme, ze wy, ..., w,, jsou linearné nezavislé. V kroku

3 vezmeme u € U a stejné definujeme u. Stejné dokdzeme, ze u —
u € ker L. To ovSem v tomto piipadé znamend, ze u = u. A tim
je dokéazano, ze wy, ..., w,, tvori bazi, tedy dim U = dim Im L.

e O vyznamu Veéty IX.5 fekneme vice nize, na konci oddilu.
K Vétam IX.6 a IX.7:

e Velkou c¢ast tloh, k jejichz feSeni se pouziva matematika, lze interpreto-
vat jako tlohu Fesit rovnici tvaru L(x) = b, kde L je néjaké zobrazeni.
Véta 1X.6 tikd, jaky tvar ma mnozina vSech teseni v pripadé, ze L je
linearni zobrazeni.

e Dikaz Veéty IX.6: Tvrdi se, Ze mnozina vsech feSeni je tvaru {xo +
w: w € ker L}. Dokdzat to znamend ukédzat jednak, ze kazdy prvek

této mnoziny je feSenim rovnice, a pak navic, ze kazdé feseni patii do
této mnoziny.

Prvni ¢ast: Necht w € ker L. Pak

L(xy+w) = L(xg) + L(w) =b+o0=0.
\jz_/ \jr/
Tedy xy + w je feSenim rovnice.
Druh4 ¢dst: Necht @ € U je resenim, tj. L(x) = b. Pak
L(x —xp) = L(x) — L(xy) =b—b=o.
—~— =
=b —b
Tedy  — g € ker L, tudiz
r=xy+ T — X
~——
cker L
patii do oné mnoziny.

A tim je dukaz hotov.



e Dukaz dusledku:

Necht L je prosté. Protoze je linedrni, je L(o) = o. ProtoZe je prosté,
je o jediny vektor, ktery se zobrazi na o. Tj. ker L = {o}.

Necht ker L = {0}. Necht b € V. Pokud existuje néjaké xq € U, pro
které plati L(xg) = b, pak podle Véty IX.6 je jenom jedno ({x¢ +
w: w € {0}} = {xp}). To ale znamend presné, ze L je prosté.

e Véta IX.7 je specialni pripad Véty IX.6 pro linearni zobrazeni L : R™ —
R™ reprezentované matici A.

e Dalsi ilustrace Véty [X.6:
Necht I je otevieny interval a L : C'(I) — C(I) zobrazeni, které kazdé
funkei ti{dy C! ptifadi jeji derivaci, tj. L(f) = f'.
Pak ker L je tvoreno konstantnimi funkcemi na I.

Necht g € C(I). Uvazme rovnici L(f) = g. Jejim fesenim jsou primi-
tivni funkce k funkci g.

Vime (z Véty VIII.10), ze pokud méme jednu primitivni funkei fy, pak
mnozina vSech primitivnich funkei je

{fo+c:ceR}.

To je zaroven presné vzorec z Véty [X.6.
Vyznam a pouziti vét z tohoto oddilu:

e Pokud mame vektorové prostory U a V, linedrni zobrazeni L : U — V
a b € V; a chceme tesit rovnici L(x) = b, postupujeme néasledovné:

Krok 1: Najdeme a popiseme ker L, tj. mnozinu vSech feSeni rovnice
L(x) = o.
Vime, ze ker L je podprostor U. Optimalni je nalézt néjakou bazi
tohoho podprostoru.

Krok 2: Najdeme (néjak) jedno feseni rovnice L(x) = b, nazvéme ho
L.

Krok 3: Vsechna feSeni jsou pak tvaru oy + w, w € ker L.



Takové ulohy jsou v matematice casté, kromé téch, co jsme jiz zminili
(soustavy linearnich rovnic, hledani primitivni funkce), dalsi uvidime v
Matematice IV.

e Véta IX.5(iii) mé vyznam hlavné v piipadé, ze prostor U je konecné
dimenze. Podivejme se podrobnéji na pripad zobrazeni z R™ do R™.

Necht L : R™ — R™ je zobrazen{ reprezentované matici A € M (m xn).
(Prvky R™ a R™ interpretujeme jako sloupcové vektory.) Pak plati:

— Roli prostoru U hraje prostor R". Pfitom dim R" = n.
— Im L je podprostor R™ tvotreny pravé témi vektory b € R™, pro
které ma soustava Ax = b TeSeni.

Im L je tedy podprostor R™ generovany sloupci matice A (viz
Veéta VI.16, ekvivalence (1) < (3)).

Dimenze prostoru Im L je tedy rovna hodnosti matice A:

Vime, Ze hodnost (tj. maximdlni pocet linedrné nezavislych radku)

je rovna sloupcové hodnosti (tj. maximéalnimu poctu linedrné nezavislych
sloupcti) - viz oddil VI.2 a komentéte k nému.

Pritom maximalni pocet linedarné nezavislych sloupcu je roven di-
menzi podprostoru generovaného sloupci. (Necht vy, ..., v} jsou
linedrné nezavislé sloupce, pricemz je jich maximalni pocet, tedy
po piidani néjakého dalsiho sloupce do seznamu dostaneme jiz
linedrné nezéavislé vektory. Proto kazdy sloupec lze vyjadrit jako

linedrni kombinaci vy, ..., vy. Z toho plyne, ze podprostor genero-
vany vektory vy, ..., v se rovna podprostoru generovanému vsemi
sloupci. Tedy vy, ..., vy tvoii bazi tohoto podprostoru.)

— ker L je mnozina vSech feSeni soustavy Ax = o.
— Bod (iii) Vety IX.5 fikd, ze dimker L + dimIm L = n. Vyse jsme
vysvetlili, ze dimIm L = h(A), tedy plati

dimker L + h(A) = n.

— Speciélné, je-li m =n, tj. L : R — R™ a A je ¢tvercova matice
radu n, plyne z predchoziho Véta VI.19 (tj., ze L je prosté, pravé
kdyz L je na R™):

L je prosté < ker L = {o} & dimker L =0 < dimImL =n <
ImL=R"< L jena R"
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