
Komentář k odd́ılu IX.4 - kvadratické formy

K základńım pojmům a smyslu tohoto odd́ılu:

• Kvadratické formy jsou speciálńı funkce v́ıce proměnných.

Kvadratická forma na Rn je funkce definovaná vzorcem

Q(x) = xTAx =< Ax,x >, (∗)

kde A je symetrická čtvercová matice řádu n.

Se symetrickými maticemi jsme se setkali již v komentáři k odd́ılu VI.1.
Čtvercová matice A = (aij) řádu n je symetrická, pokud AT = A, neboli
aji = aij pro každou volbu i, j ∈ {1, . . . , n}. Geometricky to lze vyjádřit
jako symetrii podle hlavńı diagonály.

Vysvětleme si vzorec (∗): Vektor x ∈ Rn v něm chápeme jako sloupcový
vektor, tj. matici typu n× 1. Pak xT je matice typu 1× n, tj. řádkový
vektor. Proto xTAx je matice typu 1× 1, tedy vlastně č́ıslo:

xT︸︷︷︸
1×n

· A︸︷︷︸
n×n︸ ︷︷ ︸

1×n

· x︸︷︷︸
n×1

︸ ︷︷ ︸
1×1

Druhý vzorec v (∗) dává totéž, co prvńı vzorec, protože z definice ma-
ticového násobeńı a skalárńıho součinu plyne rovnost

< x,y >= yTx,

pokud x a y chápeme jako sloupcové vektory.

• Pokud n = 1, pak čtvercová matice A řádu 1 je tvořena jediným č́ıslem,
nazvěme ho a. Př́ıslušná kvadratická forma je pak dána vzorcem

Q(x) = ax2, x ∈ R.

• Pokud n = 2, pak symetrická matice řádu 2 má tvar

A =

(
a b
b c

)
, kde a, b, c ∈ R.

Př́ıslušná kvadratická forma je pak dána vzorcem

Q(x, y) =
(
x y

)(a b
b c

)(
x
y

)
=
(
x y

)(ax+ by
bx+ cy

)
= ax2+2bxy+cy2.
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• Obecně, pokud A = (aij) je symetrická matice řádu n, pak z definice
maticového násobeńı spoč́ıtáme, že př́ıslušná kvadratická forma má tvar

Q(x) = xTAx =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i=2

i−1∑
j=1

aijxixj.

V posledńı rovnosti jsme použili symetrii matice A, tj. rovnost aij = aji.

Z tohoto vzorce je vidět, že reprezentuj́ıćı matice kvadratické formy je
určena jednoznačně.

Zároveň je názorné, proč mluv́ıme o kvadratické formě. V jiné termi-
nologii se takové funkce nazývaj́ı homogenńı polynomy n proměnných
stupně 2. Přitom slovem polynom n proměnných rozumı́me funkci n
proměnných, která vznikne ze souřadnicových funkćı pomoćı násobeńı
a sč́ıtáńı – tj. dá se vyjádřit jako součet funkćı tvaru cxi1 . . . xik , jde
c ∈ R a i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}. Stupeň 2 znamená, že stupeň každého
ze sč́ıtanc̊u je nejvýše 2 (ten stupeň je roven k), a homogenńı znamená,
že stupeň každého ze sč́ıtanc̊u je přesně 2 (tj. máme jen sč́ıtance tvaru
cxixj – přičemž může být i = j nebo i 6= j).

• Proč se zabývat kvadratickými formami: Vyskytuj́ı se přirozeně při
zkoumáńı lokálńıch extrémů, uvid́ıme v kapitole XI.

• Kromě kvadratických forem se zkoumaj́ı i lineárńı formy (tj. lineárńı
zobrazeńı Rn → R – ty jsou reprezentované řádkovým vektorem) i
formy vyšš́ıch řád̊u (homogenńı polynomy n proměnných stupně k).
Formy vyšš́ıch řád̊u ovšem pro nás nebudou d̊uležité, takže se jimi
zabývat nebudeme.

• Kvadratická forma Q splňuje rovnost

Q(αx) = α2Q(x), x ∈ Rn, α ∈ R.

To je zřejmé z definice a z vlastnost́ı maticového násobeńı:

Q(αx) = (αx)TA(αx) = α · (αxT )Ax = α2 · xTAx = α2Q(x).
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Povaha aneb definitnost kvadratické formy:

• Kvadratická forma Q je pozitivně semidefinitńı, pokud nabývá pouze
nezáporných hodnot.

Podobně je Q negativně semidefinitńı, pokud nabývá pouze nekladných
hodnot.

To znamená, že pro tuto situaci zavád́ıme zvláštńı pojmy. Jsou to za-
vedené pojmy a jejich opodstatněńı okomentujeme ještě ńıže.

• Dále se definuj́ı ostré (striktńı) varianty těchto pojmů. Protože Q(o) =
0, nemůže být kvadratická forma všude kladná ani všude záporná.

Proto se definuje, že Q je pozitivně definitńı, pokud je kladná všude,
kde být kladná může, tj. v každém bodě s výjimkou počátku. To je
význam podmı́nky, že Q(x) > 0 pro x ∈ Rn \ {o}.
Podobně, Q je negativně definitńı, pokud je záporná všude, kde být
záporná může, tj. v každém bodě s výjimkou počátku. Tj. Q(x) < 0
pro x ∈ Rn \ {o}.

• Nakonec Q je indefinitńı, pokud nabývá kladných i záporných hodnot,
tedy neńı ani pozitivně semidefinitńı ani negativně semidefinitńı.

• Protože každá kvadratická forma je dána nějakou symetrickou matićı,
pak ř́ıkáme-li, že daná matice má nějakou z uvedených vlastnost́ı, pak
t́ım mysĺıme, že ji má př́ıslušná kvadratická forma.

Tak např́ıklad symetrická matice A řádu n je pozitivně semidefinitńı,
pokud

∀x ∈ Rn : xTAx ≥ 0.

Atd.

Tato konvence ospravedlňuje zavedeńı nové terminologie.

• Větička IX.11:

Diagonálńı matice známe už z komentář̊u k odd́ılu VI.1.

Pokud A = (aij) je diagonálńı matice řádu n, pak prvky mimo dia-
gonálu jsou nulové (tj. aij = 0 pro i 6= j). Tedy př́ıslušná kvadratická
forma má tvar

xTAx =
n∑

i=1

aiix
2
i , x ∈ Rn. (∗∗)
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Z toho již plyne tvrzeńı věty:

– Nejdř́ıv si uvědomme, že pokud ei je i-tý kanonický bázový vektor
(který má na i-tém mı́stě jedničku a jinde nuly), pak plat́ı

(ei)TAei = aii.

– Pokud A je pozitivně semidefinitńı, pak pro každé i speciálně plat́ı,
že

0 ≤ (ei)TAei = aii.

Obráceně, pokud aii ≥ 0 pro všechna i, pak z (∗∗) plyne, že A je
pozivně semidefinitńı.

– Podobně, pokud A je pozitivně definitńı, pak pro každé i speciálně
plat́ı, že

0 < (ei)TAei = aii.

Obráceně, pokud aii > 0 pro všechna i, pak z (∗∗) plyne, že A
je pozitivně definitńı (kvadratická forma je nezáporná a jediný
př́ıpad, kdy vyjde nula, je nulový vektor).

– Analogicky se ukáže ekvivalence pro negativně semidefinitńı a ne-
gativně definitńı př́ıpad.

– Nakonec, A je indefinitńı, právě když neńı ani pozitivně semidefi-
nitńı ani negativně semidefinitńı.

Tj., právě když neńı pravda, že všechna aii jsou nezáporná, ani,
že jsou všechna nekladná.

Tj. právě když některé je záporné a některé je kladné.

K symetrickým úpravám:

• Vyšetřováńı povahy (definitnosti) kvadratických forem je d̊uležité třeba
při zkoumáńı lokálńıch extrémů funkćı v́ıce proměnných, jak uvid́ıme
v kapitole XI.

Proto si ukážeme metodu, jak vyšetřováńı provést. Jednu součást me-
tody už máme – př́ıpad diagonálńı matice. Dále si ukážeme, jak vyšetřeńı
obecné symetrické matice převést na vyšetřováńı diagonálńı matice.
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• Elementárńı řádkové úpravy byly definovány v odd́ıle VI.2, stejně tak
elementárńı sloupcové úpravy (viz zejména komentář k odd́ılu VI.2).

Nyńı symetrická úprava je řádková úprava následována př́ıslušnou sloup-
covou úpravou. Je snad zřejmé, co se mysĺı

”
př́ıslušnou sloupcovou

úpravou“.

Např́ıklad, pokud máme řádkovou úpravu, která spoč́ıvá ve vynásobeńı
i-tého řádku č́ıslem λ, pak př́ıslušná sloupcová úprava je vynásobeńı i-
tého sloupce č́ıslem λ.

Pokud máme řádkovou úpravu, která spoč́ıvá v prohozeńı i-tého a j-
tého řádku, pak př́ıslušná sloupcová úprava je prohozeńı i-tého a j-tého
sloupce.

Nakonec, pokud máme řádkovou úpravu, která spoč́ıvá v přičteńı λ-
násobku i-tého řáku k j-tému řádku, pak př́ıslušná sloupcová úprava
je přičteńı λ-násobku i-tého sloupce k j-tému sloupci.

Podobně jako (řádková) transformace je konečná posloupnost řádkových
úprav, sloupcová transformace je konečná posloupnost sloupcových úprav,
symetrickou transformaci definujeme jako konečnou posloupnost syme-
trických úprav.

Symetrická transformace má smysl jen pro čtvercové matice (aby ke
každé řádkové úpravě existovala př́ıslušná sloupcová, muśı být počet
sloupc̊u stejný jako počet řádk̊u).

• Lemma IX.12: Toto lemma se týká pouze řádkové transformace. Jeho
myšlenky se použ́ıvaly již v kapitole VI.

Důkaz: Necht’ T je transfomace matic o m řádćıch.

Uvažme jednotovkou matici I řádu m. Aplikujme na ni transformaci T
a výslednou matici označme B.

Pak B je regulárńı matice řádu m. (Transformace zachovává hodnost
a regularita znamená hodnost m.)

Ukážeme, že B je hledaná matice.

Necht’ tedy A je matice typu m × n a matice A′ z ńı vznikne aplikaćı
transformace T .
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Protože IA = A, podle Věty VI.6 (o transformaci a součinu) dostáváme
BA = A′, schematicky

I · A = A

T

y
yT

B · A = A′.

A to je ono.

• Věta IX.13: Tato věta je d̊usledkem Lemmatu IX.12. Ale d̊ukaz uděláme
ve dvou kroćıch:

Krok 1: T je jedna symetrická úprava:

Necht’ R je nějaká řádková úprava, S j́ı př́ıslušná sloupcová úprava
a T spoč́ıvá v provedeńı R a následně S.

Protože R je transformace, necht’ B je regulárńı matice z Lemmatu
IX.12.

Nyńı se pod́ıvejme, jaký má vztah k sloupcové úpravě S. Necht’

A je čtvercová matice řádu n. Provést sloupcovou úpravu S na A
znamená totéž, jako provést řádkovou úpravu na transponovanou
matici AT a k ńı vźıt transponovanou matici. Schematicky:

A S−→ A′

transponujeme

y
x transponujeme

AT R−→ BAT

Tedy, provést sloupcovou úpravu S na matici A je totéž, jako
nejprve matici transponovat, pak provést řádkovou úpravu R a
výslednou matici opět trasponovat.

Protože provést řádkovou úpravuR znamená matici zleva vynásobit
matićı B (tak byla zvolena), dostaneme ve výše uvedeném dia-
gramu, že

A′ = (BAT )T = ABT .

Tj., provést sloupcovou úpravu S znamená matici vynásobit zprava
matićı BT .
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Nyńı to shrňme: Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Pak aplikace
T prob́ıhá ve dvou kroćıch:

A R−→ BA S−→ BABT .

A to je ono.

Krok 2: T je obecná symetrická transformace.

Pak T je konečná posloupnost symetrických úprav, řekněme

T1, . . . , Tm.

Podle Kroku 1 v́ıme, že pro jednotlivé symetrické úpravy (tedy i
pro každé Tj) tvrzeńı plat́ı. Máme tedy př́ıslušné regulárńı matice

B1, . . . ,Bm.

Tedy, máme-li matici čtvercovou A řádu n, pak aplikovat na ni T
znamená postupně aplikovat T1, . . . , Tm:

A B1ABT
1 B2B1ABT

1BT
2

. . . Bm . . .B2B1ABT
1BT

2 . . .BT
m

T1 T2 T3 Tm

T

Tedy, aplikaćı T na A vznikne matice

Bm . . .B2B1ABT
1BT

2 . . .BT
m = (Bm . . .B2B1)A(Bm . . .B2B1)

T .

Stač́ı tedy zvolit
B = Bm . . .B2B1,

což je regulárńı matice (podle Věty VI.4).

• Z Věty IX.13 a z asociativity maticového násobeńı plynou následuj́ıćı
postřehy:

– Symetrická úprava je definovaná tak, že uděláme nejprve řádkovou
úpravu a následně př́ıslušnou sloupcovou úpravu.

Pokud bychom postupovali v opačném pořad́ı, tedy nejprve pro-
vedli sloupcovou úpravu a následně řádkovou úpravu, výsledek
bude týž. To proto, že

(BA)BT = B(ABT ).
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– Symetrická transformace je definována jako konečná posloupnost
symetrických úprav.

Ale vyjde to nastejno, jako bychom nejprve provedli řádkovou
transformaci a následně odpov́ıdaj́ı sloupcovou transformaci. Nebo
obráceně – nejprve sloupcovou transformaci a následně odpov́ıdaj́ıćı
řádkovou transformaci.

• Lemma IX.14: Pokud aplikujeme symetrickou transformaci na symet-
rickou matici, dostaneme opět symetrickou matici.

To plyne snadno z Věty IX.13. Pokud totiž na matici A aplikujeme
symetrickou transformaci, dostaneme matici tvaru BABT , přičemž

(BABT )T = (BT )TATBT = BABT .

Tyto rovnosti plynou z vlastnost́ı transponovaných matic (Věta VI.3)
a předpokladu, že A je symetrická.

K Větě IX.15:

• Tato věta ř́ıká, že symetrická transformace neměńı povahu (definitnost)
matice. Bude d̊uležitá pro postup vyšetřováńı matic.

• Důkaz: Necht’ A je symetrická matice řádu n a matice B z matice A
vznikla nějakou symetrickou transformaćı.

Chceme ukázat, že tyto dvě matice maj́ı stejnou povahu (definitnost).
Tato povaha je definována pomoćı povahy př́ıslušné kvadratické formy.

Označme tedy QA a QB př́ıslušné kvadratické formy, tj.

QA(x) = xTAx a QB(x) = xTBx pro x ∈ Rn.

Dále použijeme Větu IX.13 – podle ńı existuje regulárńı matice C řádu
n, že plat́ı

B = CACT . (◦)

Protože C je regulárńı, existuje k ńı inverzńı matice C−1. Pak i trans-
ponovaná matice CT je regulárńı a (CT )−1 = (C−1)T (viz Věta VI.4).
Tedy z (◦) plyne, že

A = C−1B(C−1)T . (◦◦)
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S pomoćı vztah̊u (◦) a (◦◦) nyńı odvod́ıme vztah mezi kvadratickými
formami QA a QB:

QB(x) = xTBx (◦)
= xTCACTx = (CTx)TA(CTx) = QA(CTx),

QA(x) = xTAx (◦◦)
= xTC−1B(C−1)Tx = ((C−1)Tx)TA((C−1)Tx) = QB((C−1)Tx).

Tedy

QB(x) = QA(CTx) a QA(x) = QB((C−1)Tx) pro x ∈ Rn. (�)

Nyńı už je zbytek d̊ukazu snadný:

A je PSD ⇒ B je PSD: Necht’ A je PSD. To znamená, že kvadra-
tická forma QA je nezáporná.

Pak ovšem pro x ∈ Rn plat́ı

QB(x)
(�)
= QA(CTx) ≥ 0.

Tedy QB je nezáporná, a tedy B je PSD.

B je PSD ⇒ A je PSD: Necht’ B je PSD. To znamená, že kvadra-
tická forma QB je nezáporná.

Pak ovšem pro x ∈ Rn plat́ı

QA(x)
(�)
= QB((C−1)Tx) ≥ 0.

Tedy QA je nezáporná, a tedy A je PSD.

A je PD ⇒ B je PD: Necht’ A je PD. Pak je také PSD, a tedy podle
již dokázané části je B také PSD.

Zbývá dokázat, že QB je opravdu PD, nejen PSD, tj., že QB(x) =
0 jen pro x = o:

Necht’ QB(x) = 0. Podle (�) dostáváme, že QA(CTx) = 0.

Protože A je PD, plyne z toho, že CTx = o.

Protože matice CT je regulárńı, dostaneme, že x = o (např́ıklad
z Věty VI.15, nebo př́ımo x = (C−1)TCTx = (C−1)To = o).

T́ım je d̊ukaz hotov.
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B je PD ⇒ A je PD: Necht’ B je PD. Pak je také PSD, a tedy podle
již dokázané části je A také PSD.

Zbývá dokázat, že QA je opravdu PD, nejen PSD, tj., že QA(x) =
0 jen pro x = o:

Necht’ QA(x) = 0. Podle (�) dostáváme, že QB((C−1)Tx) = 0.

Protože B je PD, plyne z toho, že (C−1)Tx = o.

Protože matice (C−1)T je regulárńı, dostaneme, že x = o (např́ıklad
z Věty VI.15, nebo př́ımo x = CT (C−1)Tx = CTo = o).

T́ım je d̊ukaz hotov.

Ekvivalence

A je NSD⇔ B je NSD, A je ND⇔ B je ND

se ukážou zcela analogicky.

Zbývaj́ıćı ekvialence
A je ID⇔ B je ID

plyne z předchoźıch ekvivalenćı:

A je ID⇔ A neńı PSD ani NSD⇔ B neńı PSD ani NSD⇔ B je ID.

Prvńı a třet́ı ekvivalence plynou z definic, druhá pak z již dokázaných
př́ıpad̊u.

T́ım je dokončen celý d̊ukaz.

K Větě IX.16:

• Tato věta ř́ıká, že každou symetrickou matici lze pomoćı symetrické
transformace – tj. pomoćı konečné posloupnosti symetrických úprav –
převést na diagonálńı.

Je to zbývaj́ıćı krok k algoritmu vyšetřováńı povahy (definitnosti) sy-
metrických matic, jak zd̊urazńıme ještě ńıže.

Je to také analogie věty o převodu matice na schodovitou, která se
použ́ıvala při určováńı hodnosti, výpočtu determinantu, výpočtu in-
verzńı matice či při řešeńı soustav rovnic.
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• Důkaz je opět konstruktivńı, tedy dává zároveň návod, jak převod
provést.

Důkaz si tedy vysvětĺıme, provede se matematickou indukćı podle řádu
matice.

Krok 1, n = 1: Máme-li matici řádu 1 (tj. typu 1×1), je už diagonálńı
a neńı třeba provádět žádné úpravy.

Krok 2, n→ n+ 1: Předpokládejme, že n ∈ N a tvrzeńı plat́ı pro n
(tj. každou symetrickou matici řádu n lze symetrickou transfor-
maćı převést na diagonálńı matici).

Necht’ A = (aij) je symetrická matice řádu n+1. Rozlǐśıme několik
př́ıpad̊u:

(a) ai1 = 0 pro každé i ≥ 2 (tj. v prvńım sloupci jsou samé nuly
– až na prvńı prvek).
Protože A je symetrická, jsou i v prvńım řádku samé nuly až
na prvńı prvek.
Nyńı lze použ́ıt indukčńı předpoklad – matici A11 (tj. tako-
vou, která vznikne z A vynecháńım prvńıho řádku a prvńıho
sloupce) lze (podle indukčńıho předpokladu) převést symet-
rickou transformaćı na diagonálńı.
To ovšem dává převod celé matice A na diagonálńı.

(b) Neplat́ı (a) a přitom a11 6= 0.
Pak pro každé j = 2, . . . , n+1 postupně provedeme následuj́ıćı
symetrickou úpravu:
Od j-tého řádku odečteme

aj1
a11

-násobek prvńıho řádku. Poté

od j-tého slopuce odečteme
a1j
a11

-násobek prvńıho sloupce. (Je
aj1 = a1j, tedy jde opravdu o symetrickou úpravu.)
Když tyto úpravy provedeme pro každé j ∈ {2, . . . , n + 1},
dostaneme matici splňuj́ıćı podmı́nku (a).

(c) Neplat́ı (a) ani (b), ale na diagonále existuje nenulový prvek.
Pak a11 = 0, ale najdeme i ≥ 2, pro které aii 6= 0.
Nyńı provedeme symetrickou úpravu, která spoč́ıvá v tom, že
nejprve prohod́ıme prvńı a i-tý řádek a následně prohod́ıme
prvńı a i-tý sloupec.
Tak dostaneme matici, která na mı́stě 11 bude mı́t č́ıslo aii 6=
0. To znamená, že výsledná matice splňuje podmı́nku (b)
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(nebo dokonce (a) – to v př́ıpadě, že se při této úpravě vynu-
luje prvńı sloupec a prvńı řádek kromě pozice 11).

(d) Neplat́ı žádná z podmı́nek (a),(b),(c). To znamená, že aii = 0
pro každé i, ale v prvńım sloupci je nějaký nenulový prvek.
Tj., existuje i ∈ {2, . . . , n+1}, že ai1 6= 0. (Pak a1i = ai1 6= 0.)
Provedeme symetrickou úpravu, která spoč́ıvá v tom, že nej-
prve k prvńımu řádku přičteme i-tý řádek a potom k prvńımu
sloupci přičteme i-tý sloupec.
Výsledná matice bude mı́t na mı́stě 11 č́ıslo

ai1 + a1i = 2ai1 6= 0.

(Použ́ıváme předpoklad aii 6= 0.)
To znamená, že splňuje podmı́nku (b) (nebo dokonce (a) –
to v př́ıpadě, že se při této úpravě vynuluje prvńı sloupec a
prvńı řádek kromě pozice 11).

• Uvedený d̊ukaz je opravdu konstruktivńı, dává nám následuj́ıćı algo-
ritmus pro převod symetrické matice řádu n na diagonálńı:

Je n = 1? Hotovo, A je diagonálńı.

Je ai1 = 0 pro každé
i ∈ {2, . . . , n}? Je a11 6= 0? ∃i ≥ 2 : aii 6= 0?

Zvolme i ∈ {2, . . . , n},
aby ai1 6= 0.

K prvńımu řádku
přičteme i-tý řádek.

K prvńımu sloupci
přičteme i-tý sloupec.

Zvolme takové i.

Prohod́ıme prvńı
a i-tý řádek.

Prohod́ıme prvńı
a i-tý sloupec.

Dále pracujme
s matićı A11 mı́sto A.

Pro j = 2, . . . , n provedeme:
Od j-tého řádku odečteme
aj1
a11

-násobek prvńıho řádku.
Od j-tého sloupce odečteme
aj1
a11

-násobek prvńıho sloupce.

ANO

NE

NE

NE

ANO

NEANOANO
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Algoritmus pro vyšetřeńı povahy (definitnosti) symetrické matice:

1. Máme-li zadanou symetrickou matici A řádu n, podle Věty IX.16 ji
převedeme symetrickými úpravami na diagonálńı matici D.

2. Povahu matice D urč́ıme podle Větičky IX.11.

3. Matice A má stejnou povahu jako D (podle Věty IX.15).

K Větě IX.17:

• Tato věta dává alternativńı kritérium pro vyšetřeńı povahy matic. V
praktickém poč́ıtáńı se moc nepouž́ıvá, protože by to vyžadovalo výpočet
větš́ıho množstv́ı determinant̊u.

Jen pro matice řádu 2 dostáváme jednoduché nerovnosti.

Význam této věty je sṕı̌se teoretický.

• Bod (i): To, zda matice je PD nebo ND lze poznat ze znamének n
determinant̊u.

Dk je determinant matice, která je tvořena prvky matice A, které jsou
zároveň v prvńıch k řádćıch a v prvńıch k sloupćıch.

Přitom matice je PD, právě když všechny tyto determinanty jsou kladné.

Dále, matice je ND, právě když se znaménka těchto determinant̊u pra-
videlně stř́ıdaj́ı, přičemž se zač́ıná záporným č́ıslem.

• Bod (ii): Abychom zjistili, zda matice je PSD nebo NSD, je třeba
vyšetřit v́ıce determinant̊u.

Pro matice řádu 2 a 3 jsou potřebné determinanty vyznačeny v následuj́ıćım
schématu: (

a11 a12
a21 a22

)
,

(
a11 a12
a21 a22

)
,

(
a11 a12
a21 a22

)
F = {1} F = {2} F = {1, 2}

13



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

F = {1} F = {2} F = {3} F = {1, 2}

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 ,

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


F = {1, 3} F = {2, 3} F = {1, 2, 3}

Abychom dokázali, že matice je PSD, muśıme ukázat, že všechny tyto
determinanty jsou nezáporné.

Abychom dokázali, že matice je NSD, muśıme ukázat, že tyto determi-
nanty jsou nezáporné, maj́ı-li sudý řád, a nekladné, maj́ı-li lichý řád.

• Kritérium pro PSD/NSD je složitěǰśı než pro PD/ND. Zat́ımco pro
d̊ukaz PD/ND stač́ı spoč́ıtat n determinant̊u, pro d̊ukaz PSD/NSD je
to celkem 2n − 1 determinant̊u.

O tom, že pro d̊ukaz PSD/NSD nestač́ı stejných n determinant̊u jako
pro PD/ND, svědč́ı např́ıklad matice(

0 0
0 −1

)
,

která je negativně semidefinitńı, ale oba determinanty z bodu (i) jsou
nulové (tedy nezáporné), nebo matice0 0 0

0 −1 1
0 1 1

 ,

která je indefinitńı, ale všechny tři determinanty z bodu (i) jsou nulové
(tedy nezáporné).

V praxi je kritérium nevhodné pro d̊ukaz, že matice je PSD nebo NSD,
protože výpočet 2n − 1 determinant̊u je výrazně deľśı než převod na
diagonálńı matici.

Ale může se hodit pro d̊ukaz, že matice je ID. K tomu stač́ı výpočet
dvou vhodně zvolených determinant̊u, někdy i jednoho.
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Např́ıklad, pokud na diagonále je nějaký kladný prvek a nějaký záporný
prvek, pak v́ıme, že matice je indefinitńı. Nebo pokud najdeme jeden z
determinant̊u řádu 2, který vyjde záporný, pak je matice indefinitńı.

• Důkaz provádět nebudeme, použ́ıvá metody mimo rámec Matematiky
III.
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