Komentar k oddilu VIII.4 — integrace racionalnich funkci

Celkové poznamky o smyslu tohoto oddilu:

e Hledani primitivnich funkci je, na rozdil od poc¢itani derivaci, relativné
tvurci ¢innost, pro niz nemame standardni univerzalni postup.

e Navic existuji celkem jednoduché funkce, k nimz primitivni funkci spo-
¢itat v néjakém pékném tvaru neumime. To lze matematicky presné
definovat, iika se tomu, ze je nelze vyjadrit v konecném tvaru, tedy
zhruba feceno néjakym vzorcem.

T

Prikladem takovych funkci jsou napriklad funkce e~ * na R nebo funkce

ST na (0, +00).

e V tomto oddilu se budeme zabyvat raciondlnimi funkcemi (tedy podily
polynomu). Pro né totiz existuje standardni postup vypoctu primitivn{
funkce. Tento algoritmus si popiseme.

e Nejprve si ukazeme néjaké vlastnosti polynomu a nakonec s jejich po-
moci popiSeme slibovany algoritmus.

e Polynomy a priori uvazujeme s komplexnimi koeficienty, protoze to je
prirozené a pocitani v komplexnim oboru se stejné nevyhneme.

K Veétée VIII.17 a jejimu Dusledku:

e Déleni polynomu se zbytkem je analogické déleni celych cisel se zbyt-
kem. Zde pozadujeme, aby zbytek byl bud nulovy nebo mél mensi
stupen nez délitel (tj. nez Q).

e Dukaz se provede napiiklad indukei podle stupné délence (tj. P). Protoze
metoda dukazu je konstruktivni a zaroven dava navod, jak pti déleni
postupovat, dukaz si provedeme.

e Dukaz existence R a Z:

— Pokud @ ma stupen 0, pak je to konstantni funkce. Existuje tedy
konstanta ¢ € C\ {0}, ze Q = ¢ na C. Pak staéf zvolit R =1P a
Z =0.



— Predpokladejme, ze () mé stupen k& > 0. Pak () mé tvar
Q(x) = cra® + e+ F oo,

kde cq,...,cr € C, ¢ # 0.
Nyni postupujme indukei podle stupné P:
— Prvni krok: P je nulovy nebo stupen P je mensi nez k.
Pak stac¢i vzit R=0a Z = P.
— Druhy krok: Predokladejme, ze n > k — 1 a tvrzeni plati, pokud
stupen P je nejvyse roven n (nebo P = 0).
Necht nyni P je polynom stupné n + 1, tj.

P(z) = ap1z™™ + apa”™ + - + ao,

kde ag,...,an,41 € C, an41 # 0.
Definujme polynom P; vzorcem

Pi(z) = P(z) — %xnﬂ—'@(z), z€C.
k

Protoze ¢, #0an>k—1 (atedy n+1—k > 0), je P, dobte
definovany polynom.

Navic mé P; stupen nejvyse n (nebo je nulovy).

Q(7) je totiz polynom stupné k s koeficientem c; u 2%, 2" *1=*Q(x)
je polynom stupné n + 1 s koeficientem ¢; u z"™! a konecné
az—:lm”“*kQ(m) je polynom stupné n + 1 s koeficientem a,; u

xn—i—l

+1 nu-

Pokud tento polynom odec¢teme od P, bude koeficient u ="
lovy, tedy opravdu P; mé stupen nejvyse n (nebo P; = 0).
Podle indukcéniho predpokladu pouzitého na P; dostaneme, ze
existuji polynomy R; a Z;, pficemz Z; je bud nulovy nebo m4
stupen mensi nez k, ze

Pi(z) = Ry (2)Q(x) + Zi(z), =€ C.



Pak ovsem dostaneme
P(x) = Pi(x) + 22" HQ()
K

= Ri@)Qr) + () + =)

— | Ri(x) + 2R | Qo) + Zi(x).

CL N
=R(z)

Tim je dukaz dokoncen.

e 7 vyse uvedeného postupu je ziejmé, ze maji-li P a @) realné koefici-
enty, vyjdoui R a Z s redlnymi koeficienty (aritmetickymi operacemi
z redlnych ¢isel vzniknou opét redlnd ¢isla).

e Jednoznacnost R a Z: Soucdsti turzeni véty je i to, Ze R a Z jsou
jednoznacné urcené. Pro nds to sice neni podstatné, ale je to zajimavé
a neni to tézké:

Predpoklddejme, Ze Q md stupen k a mdme polynomy Ry, Z1, Ry, Zs,
pricem? kaZdy z polynomi Zy a Zy je bud nulovy nebo md stuper mensi
nez K a plati

Ry (2)Q(x) + Z1(x) = Rao(x)Q(x) + Zo(z), x € C,
neboli

(Ri(z) — Re(2))Q(z) = Za(x) — Zy(x) , =€ C.

=0 nebo stupné >k =0 nebo stupné <k

Pokud Ry — Ry neni nulovy polynom, je na levé strané polynom stupné
alespori k. To ovsem neni mozné, protoZe napravo je bud nulovy poly-
nom nebo polynom stupné mensiho nez k.

Jedind moznost je tedy, Ze Ry = Ry a Zy = Zs. A to je slibovand
jednoznacnost.

e Dusledek snadno plyne z Véty VIIL1T:
Necht P je polynom a Q(z) = x — A, kde A € C je né&jaké &islo.
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Aplikaci Véty VIII.17 na P a () dostaneme, Ze existuji polynomy R a
Z, 7e
P(x) = (x — N)R(x) + Z(x), x€C,

pricemz Z je bud nulovy nebo m4 stupen mensi nez 1 (coz je stuper
Q). To ovSem znamend, ze Z je konstantni polynom.

Tj. existuje polynom R a konstanta c € C, Ze
P(z)=(x — A)R(x)+¢, z€C.

Dosadime-li specialné x = \, dostaneme

PA)=A=MNR\) +c=c,
tj. ¢ = P(\), neboli

P(z) = (x — A\)R(x) + P(\), z€C.

Nyni je jasné, ze v pripadé, ze P(\) = 0 (tj. A je korenem P), dostaneme

P(z) = (x — N)R(x), xe€C,

coz jsme chtéli.

Z Veéty VIIL.17 rovnéz plyne, ze v ptipadé, ze P ma realné koeficienty
a A€ R, mai R redlné koeficienty.

K Veéte VIII.18, nasledujici definici a poznamce:

e Dukaz Véty VIII.18 se provede indukci podle n s pouzitim Dusledku
Veéty VIII.17 a zakladni véty algebry (Véta 1.5):

Krok 1, n = 1: Pokud n = 1, pak P(x) = a1z + ao, kde ag,a; € C,

aq 7é 0.
Mame tedy
Qo Qo
P(x) = ayx +ag = ay(z + —) = ay(z — x1), kde 21 = ——
ay ai.

Krok 2, n — n + 1: Necht n > 1 je takové, Ze tvrzeni plati pro poly-
nomy stupné n.



Necht

P(z) = apy 12" + apa™ + -+ ag
je polynom stupné n + 1 (tj. ag, ..., a,41 € C, any1 # 0).
Protoze P je nekonstantni polynom, podle zakladni véty algebry
(Véta 1.5) ma aspon jeden komplexni kofen.

Existuje tedy A € C, ze P(\) = 0.
Podle Dusledku Véty VIII.17 existuje polynom (), ze

P(z) =(x —N)Q(z), =ze€C.
Ziejmé () neni nulovy, tedy je tvaru
Q(%) = Ckl’k + -+ Co,

kde cg,...,c € C acp # 0.

Protoze (z — A\)@Q(x) je polynom stupné k + 1 s koeficientem ¢y,
u 21 (jak se snadno piesvédéime vypoctem) a zéroven se tento
polynom rovna P, dostavame k =n a ¢ = api1.

Aplikaci indukéniho predpokladu na @ (coz je polynom stupné n)
dostaneme, ze existuji x1,...,z, € C, ze

Q(x) =ap1(r—x1)...(r —x,), x€C,
tedy
Plz)=(z—MNQ(z) =app1(z —x1)...(x —x,)(x —A), x€C.
To dokoncuje dukaz, staci vzit z,,1 = .

e Pokud P ma rozklad jako ve Vété VIII.18, pak z, ..., x, jsou vSechny
koteny P.

Na jednu stranu je totiz zfejmé, ze pro kazdé j € {1,...,n} je P(z;) =
0, tedy x4, ..., x, jsou koreny.
Na druhou stranu, pokud z neni rovno zadnému z ¢isel x4, ..., x,, pak

P(z) # 0 (protoze P(z) je sou¢inem n + 1 nenulovych ¢isel), tj. x neni
kofenem P.



e Nékteré z kofent se mohou v seznamu x4, . . . , x,, opakovat. Pocet vyskytu
kofenu A v tomto seznamu se rovna nasobnosti kofenu A:

Dejme tomu, ze ¢isla x1, ..., z) jsou rovha A a Tgiq,..., T, jSOU ruzni
od \. Pak

R(z)

a je ziejmé, ze R je polynom a R(\) # 0.
K Veété VIII.19 a komplexné sdruzenym cislim:

o Geometricky se komplexné sdruzené ¢islo k z ziskd osovou soumérnosti
podle realné osy:

tbr-——---= ‘Z:a—i—ib
0 a
) T =a—1ib

e 7 uvedenych vlastnosti komplexné sdruzenych ¢isel jsou prvni a treti
vlastnost zrejmé.

Druhéa vlastnost asi neni ziejma na prvni pohled, ale snadno se ovéri
vypoctem
(a4 ib)(c + id) = ac — bd + i(ad + bc),

(a —ib)(c —id) = ac — bd — i(ad + be).

e Dukaz Vety VIII.19:
Necht P je polynom s redlnymi koeficienty, tj.

P(z) = apx™ + ap_1z™ "t + - + ay,

kde ag, ..., a, € R. Pak postupné dostaneme:



1. P(z)=P(z), z € C.
Pocitejme:

P(z) = apz™ + ap_12™ '+ -+ ag

= apx" + ap_ 12" 1+ +ag

=y - (T)" + @y - (f)"—l + -+ ay = P(T),
kde ve druhé rovnosti jsme pouzili prvni vlastnost komplexné
sdruzenych cisel a ve tfeti rovnosti druhou vlastnost.

2. Je-li z kofenem P, je i Z kofenem.
Mame-li totiz P(z) = 0, pak z prvniho bodu vidime, ze
PZ)=P(z)=0=0.

3. Nyni dokazme vlastni tvrzeni véty. Necht z je kofenem polynomu
P néasobnosti k.

Pak existuje polynom R spliujici
P(z) = (x — 2)*R(x), z€C, a R(z)#0.
Z bodu 1 plyne, ze pro kazdé x € C plati

P(z) = P(z) = P(z) = (T — 2)*R(T) = (T — 2)"R(7) = (2—2)"R(x),
kde

R(z) = R(@), =z €C.
Zb¥va si uvedomit, ze R je polynom a é(?) £ 0.
R je polynom, tedy

1

R(z) = cpa™ + g™ -+ cy, z€C

pro néjaka co, ..., ¢, € C. Pak vypoctem podobnym jako v bodé
1 dostaneme

E(Q?) = R(T) = Cm(f)m —+ Cm—l(f)m_l it cg = mxm_'_mxmfl_i_ . +2,

tedy R je opravdu polynom.
Nakonec

R(z) = R(z) # 0,
protoze R(z) # 0.
Tim je dukaz hotov.



K Véte VIII.20:

e Tato véta plyne z Vét VIIL.18 a VIII.19. Ukazeme si jak — dukaz je
opét konstruktivni, ukazuje, jak rozklad nalézt.

e Nechf tedy P je polynom stupné n s redlnymi koeficienty.
Podle Véty VIII.18 existuji ¢isla zq, ..., 2, € C, ze plati

P(z) =ay(z —21)(x — 29) ... (x — 2,), x€C.
Nyni jednotlivé ¢initele seskupime. PopiSeme to presnéji:

e Nékteré z kotentu mohou byt realné, nékteré mohou byt imaginarni.
Nejprve se budeme zabyvat redlnymi koteny.

Necht z1, ..., jsou viechny reilné kofeny, pficemz kazdy uvadime
jen jednou.

Déle necht p,. .., ps jsou jejich ndsobnosti.

To znamena, ze ¢islo xy se v seznamu 2z, ..., 2, vyskytuje pi-krat, xs

se vyskytuje po-krat atd.

Tedy, seskupime-li piislusné cinitele, dostaneme

P(z) = ap(x—x1)" (x—22)"? - - - (x—2%)P* - (Cinitele s imagindrnimi z;) .

polynom bez redlnych korenu

e Nyni se podivejme na imaginarni koteny.

Necht #i,...,y jsou vsechny koteny s kladnou imagindrni ¢asti (tj.
lezici nad redlnou osou), pficemz kazdy uvadime jen jednou.

Déle necht qi, ..., q jsou jejich ndsobnosti.

Podle Véty VIII.19 jsou i komplexné sdruzend c¢isla vy, ..., kofeny
polynou P, a to s nasobnostmi ¢, ..., q. Tyto kofeny maji zdpornou
imaginarni ¢ast, tj. lezi pod realnou osou.

Tim budou vycerpany vsSechny koreny, a tak po seskupeni ¢initelu do-
staneme
P(z) = ap(x — 21)P (x — x9)P? - -+ (x — xp)P*

(2—y) " (2=g0)" (=) (2=72)* ... (x—y) " (x=70)"



Zbyva posledni krok — roznasobit ¢initele ptislusné komplexné sdruzenym
korentim:
Pokud y; = a; +ib; (kde a;,b; € R a b; > 0), pak §; = a; — ib;. Potom
mame
(@ =) (@ —7)" = ((z —y)(@ = 75)¥ = (2" = (y; + Tj)= + y,7;)”
= (¢® —2a; 2+ a} + b3)%.
~—~— S——

@ Bj

Polozime-li o; = —2a; a 5; = ajz —l—bjz, dostaneme rozklad ve slibovaném
tvaru.

K Véte VIII.21:

e Piedpoklady této véty tikaji, ze P a () jsou dva polynomy s redlnymi
koeficienty, stupen P je mensi nez stupen @) a polynom () mame rozlozeny
zpusobem popsanym ve Vété VIII.20.

e Za uvedenych predpokladu véta rikd, ze racionalni funkci g lze vyjadrit
jako soucet uvedeného tvaru. (Jednotlivym s¢itancum se iiké ,,parcidlni
zlomky“.)

Vzorec na pravé strané vypada mozna slozité, ale ve skutecnosti slozity
neni. Kazdému z ¢initelu v rozkladu polynomu () odpovida jedna sku-
pina zlomku na pravé strané podle nasledujiciho klice:

— Pokud se v rozkladu vyskytuje ¢initel (z — A)P (tj., A je redlny
kofen nasobnosti p), pak mu napravo odpovida skupina p zlomku

Ay As A,
+ o
r—X  (z—A)? (x — AP
Specialné, pokud p = 1, tj. A je kofen nésobnosti 1, pak prislusna
skupina ma jenom jeden clen ﬁ.

— Pokud se v rozkladu vyskytuje ¢initel (2? +az + 3)? (odpovidajici
dvojici komplexné sdruzenych imaginarnich korent nasobnosti ¢),
pak mu napravo odpovida skupina ¢ zlomku

le + Cl BQZE + 02 i i BqI + Cq
?+ar+f (224 ax+ B)? (22 + ax + )7
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Specidlné, pokud ¢ = 1, tj. ony kofeny jsou ndsobnosti 1, pak

o, . ;. . - Bx+C
prislusna skupina ma jenom jeden clen === el

e Véta 1ikd, ze rozklad uvedeného typu existuje a navic je jednoznacné
urcen.

Dikaz této véty provadét nebudeme. Je napriklad snadnym dusledkem
pokrocilejsich vét z komplexni analyzy.

Jiny zpusob dukazu vychézi z mozného zpusobu hledani rozkladu, a
proto ho ¢astecné popiseme:

Na rovnost v tvrzeni véty se muzeme divat jako na rovnici s neznamymi

Al B ClL

Resfme ji tak, ze nejprve zlomky na pravé strané prevedeme na spoleéného
jmenovatele.

Tak napravo dostaneme racionalni funkci, ktera ve jmenovateli mé po-
lynom aiQ a v Citateli néjaky polynom stupné mensiho nez Q).

Uvédomme si, ze stupenn @) serovndn =p;+---+pr +2(¢1 + -+ q)
a v Citateli opravdu dostaneme polynom stupné nejvyse n — 1.

Nyni rovnici vynasobime Q(x). Pak nalevo bude P(x) (coz je polynom
stupné nejvyse n — 1) a napravo bude néjaky polynom stupné nejvyse
n—1.

Maji-li se tyto polynomy rovnat, museji mit stejné koeficienty. Po-
rovnanim koeficientti dostaneme soustavu n rovnic (polynom stupné
nejvyse n — 1 ma n koeficientu a pro kazdy z nich dostaneme jednu
rovnici) s nezndmymi A;, BJ"-, C’j’

Nezndmych je rovnéz n. Lze ukézat, Ze matice vysledné soustavy je
regularni, a tedy ma soustava pravé jedno feSeni.

Dukaz provadét nebudemne, ale uvedeny postup dava navod, jak v
konkrétnich piipadech rozklad najit.

Algoritmus pro vypocet primitivni funkce k funkci racionalni.
Necht f(x) = ggg, kde P a @ jsou polynomy s redlnymi koeficienty,
pricemz polynom ) neni konstantni nulova funkce.
Budeme ptredpoklddat, ze ani P neni konstantni nulova funkce (jinak je

tloha trividlni).
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Krok 1, vydéleni polynomu: Najdeme polynomy R a Z takové, ze P(x) =
R(2)Q(z) + Z(x), pticemz Z je bud nulovy nebo m4 stupeii mensi nez
je stupen Q. Ze je to mozné, itkd Véta VIIL18 a jeji dikaz zaroven
dava navod k vypoctu.

Pak mame
Z(x)

Qz)
R je polynom, takze primitivni funkci najdeme snadno.

Zbyvéa najit primitivni funkci k 287 ¢emuz se budou vénovat dalsi

kroky.

= R(z) +

Poznamka: Pokud stupen P je mensi nez stupen (), tento krok muzeme
preskocit (je R=0a Z = P).

Krok 2, rozklad polynomu ve jmenovateli: Najdeme rozklad polynomu
() uvedeny ve Véte VIII.20.

To je snadné za predpokladu, ze umime najit vsechny koteny polynomu
@ — pak postupujeme podle dikazu Véty VIII.20.

Najit kofeny polynomu ) ovSem muze byt obtizné az nemozné (pro
rovnice vysstho fadu neexistuje obecny vzorec), takze toto je limit
pouzitelnosti metody pro praktické pocitani.

Krok 3, rozklad na parcialni zlomky: Najdeme rozklad funkce % tvaru

popsané¢ho ve Véte VIIL.21, tj. ,na parcidlni zlomky*“. Postup byl na-
znacen u zminéné véty, je tfeba vytesit prislusnou soustavu rovnic.

Krok 4, integrace parcialnich zlomkt: Najdeme primitivni funkei ke kazdému
z parcialnich zlomku.

To lze udélat s vyuzitim nésledujicich vzorcu a postupu:

e Jelli A€ R, pak [ -1 dx =log|z — A| na (—o0o,A) a na (X, +00).
To plyne z kombinace Véticky VIII.11(3) a Veéty VIII.13, nebo
prosté ze znamych pravidel derivovani.

e Jeli e Ram > 1,p8ukadxé —W na
(—o0, A) ana (A, +o0).

To plyne z kombinace Véticky VIII.11(2) a Véty VIII.13, nebo
prosté ze znamych pravidel derivovani.

11



e Zlomek Wii”—:fw si nejprve rozlozime na dva zlomky jesté , parcialnéjsi®,
a to takto:
Cx+ D 2z + « b

(22 + ax + B)™ - (Jc2+ozx+6)m+(x2+ax+6)m’

kde a, b jsou vhodna realné cisla.

To ovSem je snadné — je vidét, ze lze vzit a = % apakb=D—a-a.
Nyni najdeme primitivni funkci ke kazdému ze dvou zlomku na
pravé strané.

e Pro prvni zlomek je to snadné, protoze ¢itatel (tj. 2x + «) je deri-
vaci funkce 22 + ax + 3. (To bylo téelem rozkladu v piedchozim
bodeé.)

Proto plati

2x + c
/%dleog(xz—l—&x—i—ﬂ), reR

aprom > 1

/ 2r + « de & -1 cR
(22 + ax + B)™ x_(m—l)(:p2+ax+ﬂ)m—1’ v i

To plyne opét kombinaci Véticky VIII.11 a Véty VIII.13, nebo téz
z pravidel pro pocitani derivaci.

vvvvvv

— uvédomme si, ze kvadratickd funkce z? + ax + 3 nemé realné
koteny.

1 1
(@2 +az+B)™ (22422 949 oy gym

1 1
C(@Hgrap-)m (-Gl grEn)n
N——
B T D
P(EER )T (SRR



Smyslem téchto tuprav bylo vyjadrit zlomek ve tvaru

1 /
kde
Nai 1 T+ g , 1
flyy="—+ ———, plx)= ay(r)=—).
W)=Y e PW= s @@ =)
Diky Vete VIII.13 tedy staci spocitat primitivni funkci k funkeci
1
(y*+1)m
o Jest

1 c
/xz_l_ldx:arctgx, r€R

(viz Véticka VIII.11, nebo prosté vime, jakd je derivace funkce
arctg).

Déle mame

/ 1 p x /3: (—m) - 2z 4
———dzx = T g | T g 4T
@ +1D™ w@=1 @)=y @D (2 + 1)+

—m-2z
(z2+1)7n+1

x 49 / x? p
=" _4o9m | ————dx
@2+ 1) (22 + 1)+t

B x 5 x2+1—1d
_(x2+1) +2m $2+1)m+1 X

:(332—1—1 + m/ da:— m/ 2 1y dx,

tedy po upravé

ulz) =z '(z)=

/ 1 d x n 2m — 1 1 d

T = x.
(x2 4 1)m+1 2m(z? + 1)m 2m (24 1)m
Protoze pro m = 1 primitivni funkei spocitat umime (viz vyse),

pomoci tohoto rekurentniho (induktivniho) vzorce ji spocitdme
pro kazdé m
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Krok 5, zavér: Spocitame-li primitivni funkce ke vsem parcialnim zlomkum,
pak vysledna primitivni funkce bude rovna souc¢tu téchto funkei.
Nakonec uréime intervaly, na kterych vysledek plati. Z postupu je vidét,
ze je treba vyloucit realné koteny polynomu Q).

Tedy vezmeme mnozinu R\ (redlné koteny @)). Tato mnozina je tvorena
nekolika otevienymi intervaly. Vysledek plati na kazdém z téchto inter-
valu (na kazdém zv1ast, byt vypocet byl stejny).
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