Komentar k oddilu IX.6 - stopa matice
Definice stopy a Véta IX.21:

e Stopa se definuje pro ¢tvercové matice.
Je definovana jako soucet prvku na hlavni diagonéle.
Stopa matice A se znaéi tr (A) (z anglického nazvu trace).

V teorii matic hraje stopa dulezitou roli, ale my to zas tak moc neo-
cenime. Hlavni motivaci pro nas je Véta [X.22, ktera se snad pouziva
v ekonometrii.

e Véta IX.21 shrnuje zdkladni vlastnosti stopy. Body (i) a (ii) jsou ziejmé:

Matice A + B mé na diagondle prvky a;; + b;;, takze jejich soucet je
roven souctu stop matic A a B.

Matice A ma na diagonale prvky aay;, takze jejich soucet je roven
a-nasobku stopy matice A.

e Bod (iii) je klicovou vlastnosti stopy. Ndsobeni matic neni komutativni,
ale souciny AB a BA maji stejnou stopu.
To neni vidét na prvni pohled, ale dokaze se to primym vypoctem:

Matice AB ma na misté ¢ ¢islo

n
E aijbji,
j=1

tedy

n n

tr(AB) = > ) " aibji.

i=1 j=1

Matice BA m4& na misté 77 ¢islo
n
E bijaji,
Jj=1

tedy

n n

tr (BA) = Z Z bijaj;.

i=1 j=1



Porovname-li vysledky, vidime, ze se shoduji: Nasobeni ¢isel je komu-
tativni, a tedy b;;a;; = a;;b;;. Zaroven je scitani cisel komutativni a
asociativni, takze nezdlezi na poradi, v jakém scitdame.

Oba vysledky se rovnaji souctu vsech soucinu tvaru a;;b;;, kde 4,5 €
{1,...,n}. (Pouze se s¢itaji v jiném poradi.)

Bod (iv) je dusledkem bodu (iii):

(i)

tr (ABC) = tr (AB)C) 2 tr (C(AB)) = tr ((CA)B) 2 tr (B(CA)).

Neni pravda, Ze by stopa soucinu matic nezavisela na jejich poradi. To
plati jen pro dvojici matic. Bod (iv) sice mluvi o trojicich, ale prohazuji
se vzdy jen dvojice matic, jak je ziejmé z dukazu.

Naptiklad se tedy muze stat, ze
tr (ABC) # tr (CBA).

Svédéi o tom naptiklad volba
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Stopa matice se rovna souctu vlastnich ¢isel, pokud kazdé pocitame
tolikrat, kolik je jeho nasobnost. To uz jsme poznamenali v poznamce
za Vétou I1X.18, ale podrobny dukaz jsme nedélali.

Pro symetrické matice toto tvrzeni plyne z Vét 1X.20 a IX.21.



Je-li A symetrickd matice, pak podle Véty 1X.20 existuje diagonalni
matice D (na diagondle ma vlastni ¢isla matice A) a ortogondlni matice

Q, 7ze A = QDQT.
Pak

) IX.21(iv)

tr (A) = tr (QDQ”" tr | QTQD | =tr (D).
==

=I
Idempotetni matice a Véta 1X.22:

e Ctvercové matice A fadu n se nazyva idempotentni, pokud A% = A.

To znamena, Ze linearni zobrazeni reprezentované matici A je projekce.
Vysvétleme to:

Nechf L : R® — R" je zobrazeni reprezentované idempotentni matici
A. Toto zobrazeni je definovano vzorcem

L(x) = Az, x e R"

Ptipomenme, ze Im L je obor hodnot zobrazeni L a ze to podprostor
prostoru R™ (viz Véta IX.5).
Necht x € Im L. To znamen4, Ze existuje y € R" spliujici L(y) = =.
Pak
Lx)=Ax=A -Ly)=A-Ay=A*y=Ay = L(y) = .

Pouzili jsme, ze L je reprezentovano matici A; skutecénost, ze L(y) = x,
a navic predpoklad, ze A je idempotentni (v paté rovnosti).
Tedy,

pro kazdé @ € Im L plati L(x) = x. (%)
Déle, pro kazdé € R™ plati

x=L(x)+(x — L(x))
— N —
elmL cker L
Vektor @ — L(x) patii do jadra L, protoze
L(x — L(x)) = L(x) — L(L(x)) © L(x)— L(x) =0

——
elm L



Proto kazdé & € R" lze pravé jednim zpusobem vyjadrit ve tvaru

rT= T + X2 (**)
~—
elm L cker L

Pode vypoétu vyse lze zvolit €1 = L(x) a 3 = ¢ — L(x). Navic je to
jedind mozna volba. Pokud totiz « je vyjadieno jako v (xx), pak

L(z) = L(z1 + 22) = L( @1 ) + L(x2) Y +o=um.
~ S~
clm L —0
Pak ovsem nutné o = x — x; =« — L(x).

Tedy, kazdy vektor x se da pravé jednim zpusobem vyjadrit ve tvaru
(%) a zobrazeni L je definovéno tak, ze vektoru x se prifadi prvni
séitanec xy.

Takovym zobrazenim se fika projekce. Na nasledujicim obrazku je znazornéna
jedna takovéa projekce v R2.

- ker L

e Dikaz bodu (i): Necht A je vlastn{ ¢islo a  je k nému prislusny vlastni
vektor. Pak plati:

M= Az = A’z =A(Az) =A- Az =\-Ax = )\ - \z = \x.
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Ve druhé rovnosti jsme pouzili, ze A je idempotentni. Plati tedy Ax =
A2z, neboli (A — \?)x = o. Protoze  # 0, je A\ — X2 = 0, tedy A = 0
nebo A = 1.

Bod (ii) plyne z bodu (i) a z Dusledku Véty IX.20.
Diikaz bodu (iii):

Popiseme jak najit matici Q.

Necht L je linedrni zobrazen{ reprezentované matici A. Podle Véty IX.5
vime, ze Im L je podprostor prostoru R".

Necht vy, ..., v, je néjakd bdze Im L (existuje diky Veéte IX.3, navic
k<mn).

Podle Véty IX.5 dédle vime, ze ker L je také podprostor prostoru R™.
Necht wuy, ..., u; je néjakd baze ker L (existuje diky Vété IX.3, navic
[ <n).

Véta 1X.5 nakonec jesté dava rovnost
dimR" = dimIm L + dim ker L,

tj.
n==k+1.

Vyse jsme ukdzali, ze kazdé & € R™ lze zapsat ve tvaru (xx), tedy

ling{vy,..., v, ug, ..., 4} = R"
(Kazdy prvek Im L lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektoru vy, . . ., vy.
Kazdy prvek ker L Ize vyjadrit jako linearni kombinaci vektoru uq, . . ., u;.

Kazdy prvek R" lze vyjadrit jako soucet prvku Im L a prvku ker L.
Tedy, kazdy prvek R™ lze vyjadrit jako linearni kombinaci vektort
Vi, .., VU, ..., Uy.)

Protoze k+1 = n = dim R"™, Véticka [X.4(ii) k4, ze vektory vy, ..., vg, uq, . ..

tvori bazi R"™. Specialné jsou linearné nezavislé.
Nechf Q je matice typu n x n, jejiz sloupce jsou vy, ..., Vi, Ui, ..., U;.
Protoze jsou tyto vektory linearné nezavislé, je matice Q regularni.

Protoze vektory v; patif do SL, plati

A’Uj:L(’Uj):'Uj, jzl,,k
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Protoze vektory w; patii do ker L, plati
Au; =L(u;) =0, j=1,...,L

Tedy
AQ:A(vl e VR WL ... ul):(Avl oo Avy Auy L Aul)
:(v1 ... VL O ... o)
10 ... 0/0 ... 0
01 ... 00 ... 0
=100 ... 1]0 ... 0 ('v1 oL VR U ... 'u,l)
0 0 . 0 0
00 . 010 0
10 010 0
01 00 0
=100 ... 1{0 ... 0 ]Q,
00 ... 0/0 ...0
00 ... 0/0 ...0

kde uvedena diagonalni matice ma na diagonale k jednicek | = n — k
nul. Protoze Q je regularni, dostaneme

10 ...0[0 ...0
01 ...0[0 ... 0
QAQ'=l 00 ... 1|0 ... 0|,
00 ... 0 0
00 ... 0[{0 ...0

coz dokoncuje dukaz bodu (iii).



Dikaz bodu (iv):
Plati

tr (QAQ ) E™ & [ QlQA | =tr(A).
=I
Navic zfejmé
tr (QAQ™!) =k = A(QAQ™Y),

protoze QAQ™! je schodovitd matice.

Nakonec,
k=dimIm L = h(A).

Prvni rovnost plyne z konstrukece v diikaze bodu (iii), druhd byla vysvétlena
v zavéru komentare k oddilu IX.2.

Dikaz bodu (v):
Oznac¢me H : R" — R" linearni zobrazeni reprezentované matici I — A.
Ti.,
Hz)=xz—Ax =z — L(x), xcR"
Pripomenme, ze kazdé x € R" lze jednoznacné vyjadiit ve tvaru ().
Pak
H(z) = H(x1 + @2) = @1 + T2 — L(x1 + 22) = T2
-

Tedy

ker H=ImL a Im H = ker L.

7 toho vidime, ze

h(I —A)=dimImH =dimker L=1=n—k =n— h(A).
Jiny dukaz bodu (v):

Ziejmé
tr(I—A)=tr(I) —tr(A) =n—k=n—h(A).
Déle, matice I — A je také idempotentni, protoze

I—-AP=I—-A)T-A) A.

=1 —TA — Al + A* =1-
N = N N
-1 =A =A  =A

Tedy z bodu (iv) aplikovaného na I — A plyne

h(I—A) = tr (I—A) =n — h(A).



