
Komentář k odd́ılu IX.6 - stopa matice

Definice stopy a Věta IX.21:

• Stopa se definuje pro čtvercové matice.

Je definována jako součet prvk̊u na hlavńı diagonále.

Stopa matice A se znač́ı tr (A) (z anglického názvu trace).

V teorii matic hraje stopa d̊uležitou roli, ale my to zas tak moc neo-
ceńıme. Hlavńı motivaćı pro nás je Věta IX.22, která se snad použ́ıvá
v ekonometrii.

• Věta IX.21 shrnuje základńı vlastnosti stopy. Body (i) a (ii) jsou zřejmé:

Matice A + B má na diagonále prvky aii + bii, takže jejich součet je
roven součtu stop matic A a B.

Matice αA má na diagonále prvky αaii, takže jejich součet je roven
α-násobku stopy matice A.

• Bod (iii) je kĺıčovou vlastnost́ı stopy. Násobeńı matic neńı komutativńı,
ale součiny AB a BA maj́ı stejnou stopu.

To neńı vidět na prvńı pohled, ale dokáže se to př́ımým výpočtem:

Matice AB má na mı́stě ii č́ıslo

n∑
j=1

aijbji,

tedy

tr (AB) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijbji.

Matice BA má na mı́stě ii č́ıslo

n∑
j=1

bijaji,

tedy

tr (BA) =
n∑

i=1

n∑
j=1

bijaji.
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Porovnáme-li výsledky, vid́ıme, že se shoduj́ı: Násobeńı č́ısel je komu-
tativńı, a tedy bijaji = ajibij. Zároveň je sč́ıtáńı č́ısel komutativńı a
asociativńı, takže nezálež́ı na pořad́ı, v jakém sč́ıtáme.

Oba výsledky se rovnaj́ı součtu všech součin̊u tvaru aijbji, kde i, j ∈
{1, . . . , n}. (Pouze se sč́ıtaj́ı v jiném pořad́ı.)

• Bod (iv) je d̊usledkem bodu (iii):

tr (ABC) = tr ((AB)C)
(iii)
= tr (C(AB)) = tr ((CA)B)

(iii)
= tr (B(CA)) .

• Neńı pravda, že by stopa součinu matic nezávisela na jejich pořad́ı. To
plat́ı jen pro dvojici matic. Bod (iv) sice mluv́ı o trojićıch, ale prohazuj́ı
se vždy jen dvojice matic, jak je zřejmé z d̊ukazu.

Např́ıklad se tedy může stát, že

tr (ABC) 6= tr (CBA) .

Svědč́ı o tom např́ıklad volba

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
1 2
3 4

)
, C =

(
0 1
−1 0

)
.

Pak totiž

tr (ABC) = tr

((
0 1
1 0

)(
1 2
3 4

)(
0 1
−1 0

))
= tr

((
0 1
1 0

)(
−2 1
−4 3

))
= tr

((
−4 3
−2 1

))
= −4 + 1 = −3;

tr (CBA) = tr

((
0 1
−1 0

)(
1 2
3 4

)(
0 1
1 0

))
= tr

((
0 1
−1 0

)(
2 1
4 3

))
= tr

((
4 3
−2 −1

))
= 4− 1 = 3.

• Stopa matice se rovná součtu vlastńıch č́ısel, pokud každé poč́ıtáme
tolikrát, kolik je jeho násobnost. To už jsme poznamenali v poznámce
za Větou IX.18, ale podrobný d̊ukaz jsme nedělali.

Pro symetrické matice toto tvrzeńı plyne z Vět IX.20 a IX.21.
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Je-li A symetrická matice, pak podle Věty IX.20 existuje diagonálńı
matice D (na diagonále má vlastńı č́ısla matice A) a ortogonálńı matice
Q, že A = QDQT .

Pak

tr (A) = tr
(
QDQT

) IX.21(iv)
= tr

QTQ︸ ︷︷ ︸
=I

D

 = tr (D) .

Idempotetńı matice a Věta IX.22:

• Čtvercová matice A řádu n se nazývá idempotentńı, pokud A2 = A.

To znamená, že lineárńı zobrazeńı reprezentované matićı A je projekce.
Vysvětleme to:

Necht’ L : Rn → Rn je zobrazeńı reprezentované idempotentńı matićı
A. Toto zobrazeńı je definováno vzorcem

L(x) = Ax, x ∈ Rn.

Připomeňme, že ImL je obor hodnot zobrazeńı L a že to podprostor
prostoru Rn (viz Věta IX.5).

Necht’ x ∈ ImL. To znamená, že existuje y ∈ Rn splňuj́ıćı L(y) = x.
Pak

L(x) = Ax = A · L(y) = A · Ay = A2y = Ay = L(y) = x.

Použili jsme, že L je reprezentováno matićı A; skutečnost, že L(y) = x,
a nav́ıc předpoklad, že A je idempotentńı (v páté rovnosti).

Tedy,
pro každé x ∈ ImL plat́ı L(x) = x. (∗)

Dále, pro každé x ∈ Rn plat́ı

x = L(x)︸ ︷︷ ︸
∈ ImL

+(x− L(x)︸ ︷︷ ︸
∈ kerL

)

Vektor x− L(x) patř́ı do jádra L, protože

L(x− L(x)) = L(x)− L(L(x)︸ ︷︷ ︸
∈ImL

)
(∗)
= L(x)− L(x) = o
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Proto každé x ∈ Rn lze právě jedńım zp̊usobem vyjádřit ve tvaru

x = x1︸︷︷︸
∈ ImL

+ x2︸︷︷︸
∈ kerL

(∗∗)

Pode výpočtu výše lze zvolit x1 = L(x) a x2 = x− L(x). Nav́ıc je to
jediná možná volba. Pokud totiž x je vyjádřeno jako v (∗∗), pak

L(x) = L(x1 + x2) = L( x1︸︷︷︸
∈ImL

) + L(x2)︸ ︷︷ ︸
=o

(∗)
= x1 + o = x1.

Pak ovšem nutně x2 = x− x1 = x− L(x).

Tedy, každý vektor x se dá právě jedńım zp̊usobem vyjádřit ve tvaru
(∗∗) a zobrazeńı L je definováno tak, že vektoru x se přǐrad́ı prvńı
sč́ıtanec x1.

Takovým zobrazeńım se ř́ıká projekce. Na následuj́ıćım obrázku je znázorněna
jedna taková projekce v R2.

ImL

kerL x

L(x)

y

L(y)
z

L(z)

• Důkaz bodu (i): Necht’ λ je vlastńı č́ıslo a x je k němu př́ıslušný vlastńı
vektor. Pak plat́ı:

λx = Ax = A2x = A(Ax) = A · λx = λ · Ax = λ · λx = λ2x.
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Ve druhé rovnosti jsme použili, že A je idempotentńı. Plat́ı tedy λx =
λ2x, neboli (λ − λ2)x = o. Protože x 6= o, je λ − λ2 = 0, tedy λ = 0
nebo λ = 1.

• Bod (ii) plyne z bodu (i) a z Důsledku Věty IX.20.

• Důkaz bodu (iii):

Poṕı̌seme jak naj́ıt matici Q.

Necht’ L je lineárńı zobrazeńı reprezentované matićı A. Podle Věty IX.5
v́ıme, že ImL je podprostor prostoru Rn.

Necht’ v1, . . . ,vk je nějaká báze ImL (existuje d́ıky Větě IX.3, nav́ıc
k ≤ n).

Podle Věty IX.5 dále v́ıme, že kerL je také podprostor prostoru Rn.
Necht’ u1, . . . ,ul je nějaká báze kerL (existuje d́ıky Větě IX.3, nav́ıc
l ≤ n).

Věta IX.5 nakonec ještě dává rovnost

dim Rn = dim ImL+ dim kerL,

tj.
n = k + l.

Výše jsme ukázali, že každé x ∈ Rn lze zapsat ve tvaru (∗∗), tedy

linR{v1, . . . ,vk,u1, . . . ,ul} = Rn.

(Každý prvek ImL lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u v1, . . . ,vk.
Každý prvek kerL lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u u1, . . . ,ul.
Každý prvek Rn lze vyjádřit jako součet prvku ImL a prvku kerL.
Tedy, každý prvek Rn lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci vektor̊u
v1, . . . ,vku1, . . . ,ul.)

Protože k+l = n = dim Rn, Větička IX.4(ii) ř́ıká, že vektory v1, . . . ,vk,u1, . . . ,ul

tvoř́ı bázi Rn. Speciálně jsou lineárně nezávislé.

Necht’ Q je matice typu n× n, jej́ıž sloupce jsou v1, . . . ,vk,u1, . . . ,ul.
Protože jsou tyto vektory lineárně nezávislé, je matice Q regulárńı.

Protože vektory vj patř́ı do =L, plat́ı

Avj = L(vj) = vj, j = 1, . . . , k.
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Protože vektory uj patř́ı do kerL, plat́ı

Auj = L(uj) = o, j = 1, . . . , l.

Tedy

AQ = A
(
v1 . . . vk u1 . . . ul

)
=
(
Av1 . . . Avk Au1 . . . Aul

)
=
(
v1 . . . vk o . . . o

)

=



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0


(
v1 . . . vk u1 . . . ul

)

=



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0


Q,

kde uvedená diagonálńı matice má na diagonále k jedniček l = n − k
nul. Protože Q je regulárńı, dostaneme

QAQ−1 =



1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 1 0 . . . 0
0 0 . . . 0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
...
. . .

...
0 0 . . . 0 0 . . . 0


,

což dokončuje d̊ukaz bodu (iii).
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• Důkaz bodu (iv):

Plat́ı

tr
(
QAQ−1

) IX.21(iv)
= tr

Q−1Q︸ ︷︷ ︸
=I

A

 = tr (A) .

Nav́ıc zřejmě
tr
(
QAQ−1

)
= k = h(QAQ−1),

protože QAQ−1 je schodovitá matice.

Nakonec,
k = dim ImL = h(A).

Prvńı rovnost plyne z konstrukce v d̊ukaze bodu (iii), druhá byla vysvětlena
v závěru komentáře k odd́ılu IX.2.

• Důkaz bodu (v):

Označme H : Rn → Rn lineárńı zobrazeńı reprezentované matićı I−A.
Tj.,

H(x) = x− Ax = x− L(x), x ∈ Rn.

Připomeňme, že každé x ∈ Rn lze jednoznačně vyjádřit ve tvaru (∗∗).
Pak

H(x) = H(x1 + x2) = x1 + x2 − L(x1 + x2)︸ ︷︷ ︸
=x1

= x2

Tedy
kerH = ImL a ImH = kerL.

Z toho vid́ıme, že

h(I− A) = dim ImH = dim kerL = l = n− k = n− h(A).

• Jiný d̊ukaz bodu (v):

Zřejmě
tr (I− A) = tr (I)− tr (A) = n− k = n− h(A).

Dále, matice I− A je také idempotentńı, protože

(I− A)2 = (I− A)(I− A) = I2︸︷︷︸
=I

− IA︸︷︷︸
=A

− AI︸︷︷︸
=A

+ A2︸︷︷︸
=A

= I− A.

Tedy z bodu (iv) aplikovaného na I− A plyne

h(I− A) = tr (I− A) = n− h(A).
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