Komentar k oddilu X.1 — Taylortv polynom funkci jedné proménné
K definici, motivaci, Vété X.1 atp.:
e Jednou z motivaci pro studium derivace je potieba aproximovat slozité
funkce pomoci jednodussich funkei.
Pripomenme poznamku z oddilu IV.1 (o tec¢nosti tecny):
Necht f je funkce definovand na okoli bodu a € R. Pak plati
—(k _
L f@) (bt (e~ a)

rT—ra Tr—a

=0<=k=f(a)agqg=f(a)

Implikace < tika, ze v pripadé, ze f ma v bodé a vlastni derivaci, pak
funkce g(x) = f(a) + f'(a)(x — a) (jejimz grafem je tecna ke grafu f v
bodé [a, f(a)]) v blizkosti a dobfe aproximuje funkei f. To, jak dobfe, je
vyjareno limitou na levé strané — v ¢itateli je chyba, které se dopustime,
pokud f(z) nahradime g(z). Ta limita pak intuitivné #ikd, ze ,pro x
blizko a je ta chyba vyrazné mensi nez vzdalenost x od a*.

Implikace = pak tikd, ze chceme-li nahradit f funkci, jejimz grafem je
piimka, aby takto dobte funkci f aproximovala, pak jedind moznost je
vzit tecnu.

e Na tecnu se lze divat také takto: Chceme f co nejlépe aproximovat po-
lynomem stupné nejvyse 1. Pak chyba muze byt velmi mald ve srovnani
s ¢ — a, a to pravé v pripadé, ze zvolime tecnu.

V tomto oddilu se zabyvame presnéjsi aproximaci — takovou, aby chyba
byla velmi mald ve srovnani s (z —a)*. K tomu pak potiebujeme pouzit
polynom stupné nejvyse k, a to je pravé Tayloruv polynom.

e Tayloruv polynom k-tého radu funkce f v bodé a je definovan vzorcem

. f// a f(k) a
17w = fa)t @) -t D aap e T a, em
Tayloruv polynom samozrejmé zavisi na f, k, a, ale uvazujeme ho jako
funkci x — pak je to polynom stupné nejvyse k (muze byt mensiho
stupné, pokud jsou piislusné koeficienty nulové).
Aby byl Tayloritv polynom definovan, je tieba, aby existovala f*)(a) —
vlastni k-ta derivace funkce f v bodé a, coz je uvedeno, jako zakladni
predpoklad.



Pokud existuje vlastni k t4 derivace funkce f v bodé a, f*(a), pak
(k — 1)-ta derivace f*=1) je definovand na okolf bodu @ a v bodé a je
spojitd. Stejné tak derivace nizsich radu i samotna funkce f.

Tg “ je polynom stupné nejvyse k. Spoc¢téme jeho derivaci:

"(a (k) a !
1Y@ = (f@ + @ =)+ E0 w0 I -0
/ !/ / f”(a ' f(k) (a)
- Y+t - +( Pa-ar) o (5
- =" a) 2z—a) :f(k};)l(”’). o
i

= F@)+ f @) =)+ o= o)

Protoze f"(a) = (f')(a),..., f®(a) = (f)*Y(a), vidime, ze vysel
Tayloruv polynom radu k — 1 funkce f’ v bodé a. Neboli jsme spocitali,
ze

(T =T (*)
Tuto rovnost jsme dokézali pro k > 2 (aby Tk{if byl definovan — Ta-
yloruv polynom je definovén pro fady k € N). Ale dédva smysl i pro
k=1-vyjde (Tlf’“)’ = f'(a), coz by slo interpretovat jako ,Tayloruv
polynom fadu 0 funkce f’ v bodé a“.

Vypocet derivace Taylorova polynomu v predchozim bodu se da vyuzit
mj. k dukazu nasledujiciho pozorovani:

Vj € {0,....k}: f9(a) = (/")) (a), (%)
samoziejmé v pripadé, ze je Tayloruv polynom definovan, tj. pokud
existuje vlastni f*)(a).

Piitom v (*x) pouzivame konvenci f(©) = f (, nult4 derivace® funkce je
funkce sama).

Pro 7 = 0 to je zfejmé. Piimo z definice Taylorova polynomu totiz
dosazenim = = a plyne

T (a) = f(a).
Pro 7 =1 plati
(T (a) 2 T (a) = f'(a).
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Pro vyssi hodnoty j aplikujemem (x) opakované:
aN j (%) faNj— (%) "ayj— () (*) () a i
(LY (a) = (T a) = (TL5Y 2 a) = --- = T (a) = f9(a).

Tedy Tayloruv polynom fadu k funkce f v bodé a je takovy polynom
stupneé nejvyse k, ktery ma v bodé a stejnou hodnotu a vsechny derivace
az do tadu k jako funkce f. Tak je vlastné definovan.

Diikaz implikace = z Véty X.1:
Tato implikace tikd, ze (pokud f mé v bodé a vlastni k-tou derivaci),
pak

)~ T )

Tr—a (,’L’ — CL) k

=0. (% * %)

Toto 1ze dokéazat indukci podle k.

Pro k = 1 bylo tvrzeni dokazano jiz v oddilu IV.3 v rdmci poznamky
,0 tecnosti tecny*, jak jsme pripomnéli vyse.

Predpokladejme tedy, ze k > 1 a pro k tvrzeni plati. Ukazme, zZe plati
i pro k + 1. Necht tedy existuje vlastni f*+1(a). Pocitejme:

i —f(a)-T} (a)=0

flz) — Tk+1(x) l’Hgsp. lim (f(z) — Tlgfl(x)),

k+1 z=a  ((z— a)ktly

—0

o £@) = (@Y @) ¢ S @) = T (@) nd. predp.
eva (k+1)(z —a)k z=a (k+1)(z —a)k

lim
Tr—a

(z —a)

0.

Dukaz implikace <= z Véty X.1:

Tato implikace tika, ze pokud P je polynom stupné nejvyse k a

o (@) = P) .
o ()

pak nutné P = T,f “. Neboli, jediny polynom stupné nejvyse k, ktery
spliuje (o), je Tayloruv polynom fadu k.

Dokazme to: Necht P je polynom stupné nejvyse k, ktery spliuje (o).
Podle jiz dokdzané implikace vime, ze plati (* * x). Pokud rovnosti (o)



a (* x x) odecteme, podle Véty o aritmetice limit dostaneme

Q(x)

- T/"(2) - Pla)
lim =0.
r—a (aj — a)k

Ozna¢me citatel Q(x). Pak @ je polynom stupné nejvyse k a plati
Q(z)

N I

Z Veéty o limité slozené funkce plyne
g QU0 _ 00
y—0 Yy

(vnitini funkee y — y + a je prostd, je tedy splnéna podminka (P)).
@ je polynom stupné nejvyse k, tj. existuji ag,...,ar € R, ze
Q(z) = a2 + -+ + ayx + ap.
Pak
Qy+a)=ar(y+a) +---+a(y+a)+a=by" +--+ by + b
pro vhodnd ¢isla by,...,b, € R, tedy i funkce Q(y + a) je polynom
stupné nejvyse k.

Chceme dokazat, ze () je nulovy polynom. Piedpokladejme, Zze tomu
tak neni. Pak ani Q(y + a) neni nulovy polynom, tedy aspon jedno z
¢isel by, . .. by je ruzné od nuly.

Necht [ je nejmensi index, pro které je b, # 0 (tj. b # 0 a b; = 0 pro
0<j<1). Pak

. Qly+a) . b+ byt
lim ———= = lim

y—0 yl y—0 yl

=limby" '+ b =b #0.
y—0

ZAaroven ovsem

lim Qy j‘ a) lim o5 Qy :‘ a) _ 0,
y—0 Y y—=0 Yy
—0nebo 1 "
—0 dle (00)



COZ je Spor.
Tedy @ je opravdu nulovy polynom, neboli P = T,f ' ¢imz je dukaz
hotov.

Véta X.1 obsahuje dvé tvrzeni — jednak platnost (x x %), tj. ze T,f’a
spliuje rovnosti (o); dale pak, ze T,f * je jediny polynom stupné nejvyse
k, ktery spliuje (o).

D4 se tedy pouzivat dvéma sméry — bud’ zndme Tayloriv polynom, pak
vime, ze plati (* * ). Nebo vime, Ze existuje vlastni derivace f*)(a) a
néjakym zpusobem najdeme polynom P stupné nejvyse k, ktery spliuje
(o). Potom P musi byt Tayloruv polynom.

Rovnost (o) (resp. (x*x)) se d& zapsat jesté jinym zpusobem. Vysvétleme
si to:

Z trivialnich duvodu na néjakém okoli bodu a plati

zbytek (¢i chyba)

Kdyz chceme f(z) nahradit P(z), dopoustime se chyby f(z) — P(x).
Pokud plati (o), pak tato chyba ¢i zbytek se da vyjadiit ve tvaru

f(x) = P(x) = w(z) - (x — a)*, (0)
kde lim w(z) = 0.
Staé?—tt;tiz polozit
f(x) — P(z)

w(z) = Tw—ar pro x # a.

Pak funkce w ma v bodé a limitu 0 (to je pfesné rovnost (o)) a ziejmé
plati (J) na néjakém prstencovém okoli bodu a.

Na hodnoté w(a) nezélezi, takze muzeme predpokladat, ze w(a) = 0.
Pak (O) plati na okoli bodu a (véetné bodu a) a nékteré vypocty to
muze zjednodusit.



Tedy (o) lze pfepsat ve tvaru

f(z) = P(z) + w(z) - (r —a)* pro z z néjakého okoli a,
——
zbytek

kde lim w(z) = 0.

T—ra

K Veéticce X.2:
e Tato véticka je aplikaci Véty X.1 na nékolik funkei, jejichz vSechny
derivace umime spocitat.

Dokéze se tak, ze ukazeme, ze ptislusny polynom je Tayloruv polynom
a pak se pouzije Véta X.1 a vySe vysvételny zapis.

Proberme jednotlivé pripady:
(1): K dukazu tohoto tvrzeni je tteba pouzit Vétu X.1 a spocitat, ze

2 l’k

ex x
T pv“(:p):1+x+§+---+y. (E)

To je ovsem snadné. Staci si uvédomit, ze
exp' T = expz, r € R,
a tedy matematickou indukei odvodime, ze
exp™ z = exp z, reR,neN.
Tedy
exp™0=exp0=1, neN.

Tedy dosazenim do definice Taylorova polynomu dostaneme rovnost
(E) a dukaz je hotov.

(2): K dikazu tohoto tvrzeni je tfeba pouzit Vétu X.1 a spocitat, ze

3 5 2k—1

sin _ T
Tt(a) =o— o+ 5 — -+ (D)

2k — DI’ (%)



K tomu si uvédomme, ze

sin'x = cosx, r € R,
sin” x = cos’ v = —sinz, r € R,
sinx = —sin’x = —cosz, 7 € R,
sin® 2 = —cos’ z = sinx, xr € R.

Tedy c¢tvrta derivace funkce sinus je opét funkce sinus. Proto matema-
tickou indukei odvodime, ze pro kazdé j € N U {0} plati

(45+1) (45+2) (45+3)

sin®) = sinz, sin r =cosx, sin r = —sinz, sin T = —CoST

pro z € R. Protoze sin0 = 0 a cos0 = 1, dostavame

sin®0=0, sin®™M0o=1, sin®?0=0, sin@*o=-1
pro j € NU{0}.
Dosazenim do definice Taylorova polynomu nyni dostaneme (S).
Jeste zdaraznéme, Ze sin™ 0 = 0 pro kazdé n sudé. Z toho plyne, ze

T;ZT? = TQSkin’O

pro kazdé k € N. Tedy Tayloruv polynom radu 2k ma v tomto ptipadé
stupen 2k — 1.

: K dikazu tohoto tvrzeni je treba pouzit Vétu X.1 a spocitat, ze

cos x x x2k

(©)

Pro dukaz této rovnosti jsou dvé moznosti. Muzeme postupovat zcela
analogicky jako v bodé (2) — spocitat derivace vsech fadu funkce kosi-
nus, dosadit nulu a nakonec dosadit do definice Taylorova polynomu.
Jind moznost je pouzit vysledek bodu (2), skutecnost, ze sin’ = cos a
rovnost () vyse.

Tak dostaneme

3 5 2k+1 /
cos,0 __ rsin’0 (%) sin,0 (S) x T Y
Topiy (z) = Tops1 (z) = (T2k+2)’(x) <x T 3r + B +(=1) 2k + 1>!)
B 3z 5zt 1) (2k + 1)z
B ETIT (2k +1)!
2 ot 22k
=1 (=1
SRR O TaY



Tim jsme dokazali rovnost (C').

Nakonec zduraznéme, ze

cos,0 _ rncos,0
T2k - T2k+1

pro kazdé k € IN. Tedy Tayloruv polynom fadu 2k 4+ 1 ma stupen 2k.

: Oznacme f(x) = log(1+x). Pak f je definovdna na intervalu (—1, +00)

a ma na tomto intervalu derivace vsech radu.

Abychom tvrzeni (4) dokazali, sta¢i pouzit Vétu X.1 a spocitat, ze

2 3 k
T,f’o(x):$—%+%+---+(—1)k_1%. (L)
Pocitejme tedy. Jest
f@) = v (=1,400)
A T S
f(x)_(l—i-l’) —(14—1’)2, ‘1'6(_17_'_00)7
7 _ —1 / (_1) ) (_2)
0= (arer) = e re b
Wy (D (=2)\ (1) (=2)-(=3) B
f4($)—( (1—|—33)3 - (1—|—SL’)4 ’ 336( 17_'_00)7
Matematickou indukei nyni snadno dokazeme, ze
fy = ETO =D e N

(1 +ax)m
Dosazenim z = 0 dostaneme
f™0) = (-1)"Yn-1)!, neN.

Protoze je f(0) = 0, dosazenim do definice Taylorova polynomu dosta-
neme rovnost (L).



: Oznatme g,(x) = (14+x)*. Pak g, je definovdna na intervalu (—1, +00)

a ma na tomto intervalu derivace vsech radu.

Abychom tvrzeni (5) dokazali, sta¢i pouzit Vétu X.1 a spocitat, ze

T (x) = <g> - (T)x—l— (g)# et ((;)xk (M,)

Koeficienty (;‘) jsou zobecnéna kombinac¢ni ¢isla, tj.
o} _1, o) _ a(a—l)...‘(a—j—i—l) pro i > 1.
0 J J!

Pokud « e NU {0} a 0 < j < a, jde o bézné kombinacni ¢islo.

Spoctéme derivace funkce g,:
g(z) = a(l+2)*, x € (=1, 400),
ga(z) = ala = 1)(1 +2)*7, z € (=1, +00),
go'(z) = ala —1)(a = 2)(1+2)"7%, x € (-1, +00),

Nyni matematickou indukei snadno odvodime, ze
g (@) =ala—1)...(a =n+ D1 +2)*", z€(-1,+00),n € N.
Dosazenim z = 0 dostaneme

g0 =ala—1)...(a =n+1), neN.

Protoze ¢,(0) = 1, dosazenim do definice Taylorova polynomu dosta-
neme rovnost (M,).

Bod (5) lze povazovat za jisté zobecnéni binomické véty. Pokud @ € N,
pak (‘j") pro 0 < j < « jsou standardni kombinac¢ni ¢isla a (‘;‘) =0 pro
J>a.

Binomicka véta v tomto ptripadeé rika, ze

o= o) (e G ()

Bod (5) pak ik, ze pro k > « je

1) = (§) + (F)e+ ()22 4+ () = o)



K definici a vlastnostem malého o:

e Véta X.1 a Veéticka X.2 se daji mj. pouzit k vypoctum limit funkei.

K jednodussimu zépisu se ¢asto pouzivéa znaceni pomoci malého o:

o f(z) =o0(g9(x)),x — a znamena, ze lim % =
Tr—a

o f(z) =u(x)+o(g(z)),r — aznamend, ze f(x)—u(x) = o(g(x)),z — a,
tj. ze lim £&lu@ _

o—a  9@)

Soucasti tohoto znaceni je vzdy symbol x — a pro néjaké a € R*, tedy
pouziva se vzdy v kontextu vypoctu limit.

Zhruba feceno, symbolem o(g(x)) znac¢ime néjakou funkci, kterd po
vydéleni g(x) ma limitu 0 (pro x — a).

S pouzitim tohoto znaceni lze rovnost (x * %) vyjadfit ve tvaru

f(z) = T,f’a(x) +o((z — a)¥), z — a.

e Veéta X.3 shrnuje nékolik pocetnich pravidel pro praci s malym o.
Plyne z véty o aritmetice limit a z dopliku k této véteé.

Probereme jednotlivé body:
(i): Predpoklady fikaji, ze

W B )
il_r{(ll g(x) - }:—m g(x) 0

Z Véty o aritmetice limit pak plyne
fo()

lim 2B L@ @) e BE gy
T dw gl T )

coz dokazuje, ze
filz) + fa(z) = o(g(x)), = — a.

Tim je dukaz hotov.

Dalsi pripady se dokazuji podobné, napiSeme pouze klicové vypocty,
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(ii):
. filx) falx) i f1(90)'f2($) AL o
iﬂgl(x)gg(w) _ﬂlHagl(fv) 92() R
S~

—0 —0

(iii):
P 1C Y Co 1C R 1C J 11 R
v=a g(x) folx)  woa g(z)- fof)  a=a g(x)
(iv)
f@) @) ),
20 go(z) }f—>0 g1(z)  ga(z) ’ |
—0 :g;{/
v Wb i)
alcl—rf(lz g(x) - 7161_2()1; g(x) fi(/x-l =0
\:,0—/ omez
(vi): (@) fa)
' Y lim Y (g —a)m AL
iﬂl}lm _alc—m (x —a)? L/)—/

~—~— _0neho1

—0

e Véta X .4 je dusledkem véty o limité slozené funkce:

Predpoklady jsou:

lim ¢(x) = b,
lim M =0,
v=b g(y)

30 > 0Vz € P(a,9) : p(x) # b.
Tedy podle véty o limité slozené funkce s podminkou (P) dostaneme

L @)
4 g ()

A to je presné ono.
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e Price s malym o muze zjednodusit vypocty, pokud je pouzivana spravné.
Zduraznéme, Ze vypocty s malym o jsou jednosmérné, rovnosti nejsou
ekvivalentni upravy, rovnosti nelze obracet.

Napriklad plati rovnost
o(z®) = o(x), x — 0.

Tj., pokud f je funkce, pro kterou plati lin%) % = 0, pak pro ni plati i
T—
lim £&) — ¢,
z—0 ¥
Avsak rovnost
o(z) =o(z?), x—0

neplatf — napiiklad funkee f(x) = 2* splije lim &) — 0, ale lim {2 =

z—0
140,

K Vétée X.5 a Véticce X.6:

e Vyznam téchto vét: Véta X.1 nam fika, ze Tayloruv polynom funkce f
v bodé a dobie aproximuje funkci f v blizkosti bodu a.
Povaha této véty ji vsak umozinuje pouzit pouze k vypoctu limit, nikoli
k pribliznému vypoctu hodnot funkce — vime, Ze chyba je mald vzhle-
dem k vzdélenosti (vzhledem ke k-té mocniné vzdélenosti pro Tayloruv
polynom Fadu k), ale nevime, jak konkrétné je velkd v daném bodé.
Véta X.5 dava presnéjsi odhad chyby — ovSem za silnéjsich predpokladu
(nestaci, ze existuje vlastni k-td derivace v bodé a, potfebujeme spoji-
tou (k + 1)-tou derivaci na néjakém intervalu).

Pouziti uvidime v nasledujicim oddilu.

e Véta X.5 — predpoklady a tvrzeni:

Z&kladni piedpoklad je jeden — funkce f je tiidy C**! na otevieném
intervalu 1.

Za tohoto predpokladu véta tika, ze zbytek, tj. chybu, kterd vznikne,
pokud funkci f nahradime Taylorovym polynomem radu k, lze odhad-
nout pomoci (k + 1)-té derivace funkce f ve vhodném bodé.

Presnéji — zvolim bod a € I a nahradim f Taylorovym polynomem
fadu k v bodé a.
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Pak chybu v bodé = € I lze odhadnout pomoci (k + 1)-té derivace
funkce f ve vhodném bodé mezi a a z.

Pro x > a vyjde € € (a,z), pro x < a vyjde £ € (z,a).

Pokud z = a, pak chyba je nulova a lze vzit £ = x = a.

Véta X.5 — dukaz:

Méjme tedy otevieny interval I, funkci f tiidy C**' na I, bod a € I a
bod z € I.

Jak jsme jiz vySe poznamenali, jsou tfi moznosti: x = a, x > a, x < a.
Pfitom prvni moznost je trividlni (funguje £ = = = a, coz je zaroven
jedind moznd volba). Dale budeme predpoklddat, ze x > a. Ptipad
x < a je zcela analogicky.

Méjme tedy = > a.

Dikaz provedeme podobné, jako se dokazovala Lagrangeova véta o
stfedni hodnoté (Véta IV.33) z Rolleovy véty (Véta IV.32).

Definujeme si pomocnou funkci g : I — R predpisem
a a (y — a)k—H
9(y) = F(y) = T () = (f(z) = T () - (z =) yel

Ukazme si nékteré dulezité vlastnosti funkce g, které budeme déle
potiebovat:

(i) g je t¥idy C**! na I.
To je vidét, kdyz si funkci prepiSeme takto:

f(z) = T{" ()

— o Tf’a o . k1 cl
g(y) (y) k (y) (I . a)k+1 (y CL) ) Yy )
€Ck+1(I)  polynom polynom
konstanta

pricemz vime, Ze polynomy jsou dokonce tiidy C'* na R.
(i) g(z) = 0.
Dosadime-li do g za y hodnotu x, dostaneme
z) = f(z) — TH2) — (f(z) — T (2 WJ—
g9(x) = f(x) = T;"(x) — (f () k())W

= f(a) = T["(2) = (f(2) = T" () = 0.
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(iii) Proj=1,...,kplati proy € I

x) — T (z :
99) = 59~ )~ LD g (-2) -0

To plyne z definice funkce ¢ pomoci béznych pravidel pro deri-
vovani.

(iv) Proy € I plati

fz) = T ()
(:E _ a)k+1 :

9" (y) = fED(y) — (k+ 1)

Ukazme si, ze toto plyne z (iii). Pokud totiz (iii) aplikujeme pro
7 = k, dostaneme

z) — T
99(0) = F0) = ()W)~ HEZTEE g ke 2y -

=(k+1)k---2=(k+1)!

z) — TH%(x
= ) — (1) — (e - LT )

Pokud tento vztah jesté jednou zderivujeme, dostaneme
a f(ﬂ?) — Tf,a<x)
g (y) = () = (T () —(k + 1)1 - :

N , (l’ _ a)k+1
=0

= f* T (y) — (k+ 1)

f(x) = T (2)
(z — a)kt1

kde jsme pouzili skutec¢nost, ze T,f “* je polynom stupné nejvyse k,
a tedy jeho (k + 1)-ta derivace je konstantni nulova funkce.
Tim jsme dokazali slibenou rovnost.
(V) g(a) = g/(a> — . = g(k)(a) =0.
Toto ovéiime dosazenim y = a. Nejprve do ¢:

(a —a)kt!

g(a) = fla) = T (a) =(f(2) = T*(0)) - =y =0.
e o

14



Pro j=1,...,k dosadime y = a do vzorce z (iii):

z) — T/ ;
09@) = £9(0) = (1) a) LT k= 2) a0
— ) (a) dle () =0

= f90) — 19a) —0 =0,

Nyni jsme pripraveni dokoncit dukaz pomoci opakovaného pouziti Rolle-
ovy vety.

Funkce g na intervalu (a, z) splnuje predpoklady Rolleovy véty (je spo-
jitd na tomto intervalu a ma derivaci v kazdém vnitinim bodé — to
plyne z (i) a plati g(a) = g(x) = 0 podle (ii) a (v).

Tedy podle Rolleovy véty (Véta 1V.32) existuje bod & € (a,x), pro
ktery plati ¢'(£1) = 0.

Nyni si uvédomme, ze ¢’ spliiuje predpoklady Rolleovy véty, tentokrat
na mensim intervalu (a,&;). (¢’ je spojitd na tomto intervalu a ma
derivaci (coz je druhd derivace g) v kazdém vnitinim bodé podle (i).
Déle mame ¢'(a) = ¢’'(&1) = 0 — to plyne z (v) a z volby &;.)

Podle Rolleovy véty tedy existuje & € (a, &), pro které plati g”(£2) = 0.

Pokud k& > 2, pak ¢” opét splnuje predpoklady Rolleovy véty, a to
znovu na mensim intervalu (a, &. Existuje tedy &3 € (a, &), pro které
plati g"(&3) = 0.

Takto induktivné postupujeme déle — opakované pouzivame body (i) a
(v) a Rolleovu vétu, az dostaneme body &, ..., &1, pro které plati

r>&6 >8> - >&0>a

g (&) =0,9"(&)=0,...,g% (&) = 0.

Tento postup je schematicky znazornén na obrazku:

plati (v)| [g¥ Y (&eq) =0 cee 1g7(6) =0 g'(&)=0] |g(z)=0

| | |
[ [ [

|
!
“ k1 e & &1 v
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Jako vysledek tohoto postupu dostaneme bod &11 € (a, ), pro ktery
g* Y (&.41) = 0. Pokud pouzije vzorec pro g*+1 z (iv), mame

@) =T ()

(z — )t =0

FED(Egr) — (B +1)

neboli

(k+1)
) - 1) = LSl - o

A to je ono — staci vzit £ = &1.

Véticka X.6: Tato véticka je aplikaci Véty X.5 na nékolik konkrétnich
funkci. Dokaze se tak, ze pouzijeme znalost Taylorovych polynomu
téchto funkei (ty jsou ve Véticce X.2) a znalost derivaci téchto funkei.

Ve vsech ttech pripadech mame I = R — funkce exp, sin, cos jsou tridy
C* na R. Zaroven mame a = 0.

Proberme jednotlivé body:

(1): T, zndme z (E). Déle plati, e exp®*) z = expa pro kazdé
r €R.

Dosazenim do Véty X.5 tedy dostame uvedené tvrzeni.
(2): Diky (S) zname Tayloriv polynom funkce sinus, konkrétne 7",

Abychom mohli pouzit Vétu X.5, staci si uvédomit, ze
sin®* ) g = (=1)* cos z, r € R.
Toto jsme spocitali v dukazu Véticky X.2, kde to vyslo ve tvaru

(45+1)

sin r=cosx, sintd)y=_cosuz, x € R, 7 € NU{0}.

(3): Diky (C') zndme Tayloriiv polynom funkce kosinus, konkrétné Ty .

Abychom mohli pouzit Vétu X.5, staci spocitat

cos 2 g = (cos) Py = — gin®FH () @ —(=1)*cosz = (—1)"" cos

pro x € R.
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