Komentar k oddilu X.3 — Taylortiv polynom druhého fadu pro
funkce vice proménnych

O vyznamu tohoto oddilu a uvedenych definic:

e Hlavnim cilem tohoto oddilu je zformulovat a dokazat Vétu X.9, kterou
pouzijeme v nasledujici kapitole ke studiu lokalnich extrému funkei vice
prommeénnych.

e Véta X.9 je urcitou analogii Véty X.1 (o Taylorové polynomu se zbyt-
kem v Peanové tvaru) pro funkce vice proménnych. Pro funkce vice
proménnych je vSak situace znacné slozitéjsi.

e V oddilu X.1 jsme se zabyvali Taylorovym polynomem funkei jedné
proménné. Pritom k tomu, aby byl definovan Tayloruv polynom k-
tého fadu, staci (a zdroven je potieba), aby funkce méla vlastni k-tou
derivaci v prislusném bodé.

A jakmile je Tayloruv polynom definovan, jiz plati tvrzeni Véty X.1 —
Tayloruv polynom dobfe aproximuje funkci v blizkosti zvoleného bodu.

e Tayloruv polynom k-tého radu lze definovat i pro funkce vice proménnych.
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existence vlastni k-té derivace v daném bodé je obtizné (a délat to ne-
budeme).

Snadno muzeme formulovat silnéjsi podminku — pokud f je tiidy C*
na okoli bodu a, pak lze definovat Tayloruv polynom tadu k a plati
analogie Véty X.1.

Omezime se vSak na pripad £ = 1 nebo k = 2, protoze tyto pripady

ZApis.
e Tayloriv polynom prvnfho fadu jiz vlastné zname, byt ne pod timto
nazvem.

Pokud f je tifdy C! na né&jakém okoli bodu a € R", pak Tayloriuv
polynom prvniho fadu funkce f v bodé a je definovan vzorcem
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Je to tedy funkce, jejimz grafem je teéna nadrovina ke grafu funkce f
v bodé [a, f(a)] (viz oddil V.5).

Podle Véty V.12 pak plati
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coz je vlastné analogie rovnosti z Véty X.1 pro funkce vice proménych
ak=1.

Rovnost (x) lze zapsat také v maticovém tvaru. Pfipomenme, ze gra-
dient funkce f v bodé a je definovan jako

Vfia)= %(a),...,%(a) :

Muzeme tedy psat
T{"(x) = f(a)+Vf(a)-(x—a) = f(a)+ < Vf(a),z—a > =zecR"

V prvni verzi je pouzito maticové nédsobeni — gradient uvazujeme jako
radkovy vektor typu 1 x n a * — a uvazujeme jako sloupcovy vektor
typun x 1.

V druhé verzi je pouzit skaldrni soucin (viz oddil IX.3).

Toto znaceni vice pfipominda definici Taylorova polynomu pro funkce
jedné promeéné.

Nyni se presunme k Taylorovu polynomu druhého radu.

Predpokladdme, Ze f je tiidy C? na okoli bodu a. Pak je Tayloruv
polynom druhého fadu definovan vzorcem

x € R". (xx)

+ % Z z:: aié];j (@)tms = asl(; = o),

Opét si ukazeme, ze vzorec lze prepsat v maticovém tvaru.

Cést vzorce na prvnim fadku je Taylorav polynom pryvniho fadu.



Cést na druhém fadku vyjadifme pomoci Hessovy matice funkce f v
bodé a, ktera je definovana vzorcem

(@ = (5o (@)

i=1,...,
j=1,...

n
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Protoze f je tifdy C? na okoli bodu a, z véty o zdméné parcidlnich
derivaci (Véta V.15) plyne, ze matice V2f(a) je symetricka.

S pomoci maticového ndsobeni muzeme vzorec (x*) prepsat ve tvaru
1{%(@) = f(a) + V(@) (- a) + (@ - @) Vf(a)-(e—a) .,
= f(a)+ < Vf(a),x —a>+3 < V’f(a)(x —a),z — a >, '

Tento vzorec opét formalné pripominad definici Taylorova polynomu
druhého tadu pro funkci jedné proménné.

Jesté si rozeberme tvar jednotlivych clenu:

%) = fla)+ Vi) (z-a) +5(x-a) Vf(a)-(z-a)
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linedrni forma kvadratickd forma
reprezentovana maticl Vf(a) reprezentovanad matici V2 f(a)
v bodé xz—a v bodé xz—a

e Véta X.9 iika, ze za uvedenych predpokladu je

L f @) = T (@)

zoa |l — alf?
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coz je analogie rovnosti z Véty X.1 pro funkce vice proménnych a k = 2.
Dikaz Veéty X.9:
e Dukaz provedeme s pouzitim Véty X.5. pro vhodnou funkci jedné proménné.
e Mgjme tedy bod a € R, &fslo A > 0 a funkci f tiidy C? na B(a,A).
Nasim cilem je dokazat, ze

o f@) =T (@)

= 0.
zoa |l — alf?

K tomuto ucelu nejprve zvolime pevné & € B(a,A) \ {a} a vhodné

odhadneme f(x) — T)(x).



e Prvni krok: Definujeme pomocnou funkeci ¢ jedné proménné vzorcem

p(t) = fla+i(z—a))

Tato funkce je definovana na intervalu (—1—mn, 1+7) pro néjaké n > 0.
To je ilustrovano na obrazku:

e Druhy krok: Aplikace Véty X.5 na funkci .

Funkce ¢ je ttidy C? na intervalu (=1 — 7,1 + 7). To plyne z véty
o derivaci slozené funkce (Véta V.14) — vnéjsi funkce f je t¥idy C?,
vnitini funkce jsou funkce tvaru

t— a; +t(z; — a;),

protoze
o(t) = flar +t(x1 —a1),...,an + t(x, — ay)).
Vnitini funkce jsou tedy dokonce tiidy C*°.
Jsou tedy splnény predpoklady Véty X.5 — pro funkci ¢ na intervalu
(=1 —=mn,1+n) pro k = 1.
Podle Vety X.5 tedy existuje & € (0, 1), pro které plati

PO (1-0f = p(0)+¢ 012616 ()

P(1) = 9(0)+(0)-(1-0)+ :
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e Tteti krok: Vyjadieme (o) pomoci f.

Nejprve si uvédomme, ze
¢(0) = fla) a (1) = f(x) (A)

Déle z definice ¢ a z Véty V.14 (o derivaci slozené funkce) plyne
-y
prll

Dosadime-li ¢ = 0, dostavame

Y0 = @@ -a) - Vi@ @-a).  (a0)

Opétovnym pouzitim véty o derivaci slozené funkce (Véta V.14) na
vzorec pro ¢’ dostaneme

(:El_al)a s 7an+t<xn_an))(mi_ai)v te (_1_777 1+77)

Z Z 3:6181-] (a1 +t(x1 —ar),...,an + {2y — ay))(x; — a;)(@; — a;)

=(x-a)'Vfla+tx—a))(z—a), te(-1-n1l+n).
Specidlné dosazenim ¢ = £ dostaneme
P"(§) = (x —a)' V' f(a+¢(x —a))(z - a) (AARL)
Pokud (A), (AA) a (AAA) dosadime do (o), dostaneme

f(@) = f(@)+V f(a) (z—a)+ 5 (a—a)" V*f(a+E(z—a)) (@—a). (co)
o Ctvrty krok: Vyjadieme f(x) — T () s pouzitim (oo).
fl@) - T{*(@) 2 f(a) + Vi(a) - (@~ a) + 5(= — @) Vf(a + £l — )@ —a)

- (f@+ /@) @~ @)+ S - @ Pra)e - o)

— 5@~ ) (Vf(a+ ¢ - a)) - V*f(a) (@ - a).

Pokud tuto rovnost vydélime ||z — a||?, dostaneme rovnost

fo) 1) _ Lol (v2f(q 4 (z — a) - V2 f(@)) 2. (o00)

[e—al? = o [x—a] |z—all



o Paty krok: Zavéreény argument.

f(a) =T ()

m—al? ~ = 0. Jak nam k tomu pomuze

Chceme dokazat, ze lim
r—a

(o 0 0), je intuitivné vyjadieno zde:

e—all® 2 lz—all z—all

)T 1 (@) —a_ __
(o 10 _ 2 eal (72 f(q + &(@ — a)) — V2 f(a)) === 0
~\~ S~

, otoze f e tidy 2 ,
omezené —0, protoze [ je tidy C omezené

Protoze se zde ale vyskytuje maticové nasobeni a navic ¢islo & zavislé
na x, uved me piesny argument:

V prvnich ¢tytech krocich jsme dokazali, ze

Vo € B(a,A)\ {a}3 € (0,1): plati (coo). (0)

Necht £ > 0 je libovolné.

Protoze f je tiidy C? na B(a, A), jsou parcidln{ derivace druhého fddu
spojité na B(a, A), specidlné jsou spojité v bodé a.

Tedy existuje 0 € (0, A), ze plati

Ve € B(a,0)Vi,j € {1,....n}: |-20 () — 2L (a)] < =. (o)

O0x;0x; - O0x;0x; n2 :

Nyni zvolme libovolné € B(a, )\ {a}. Podle ((0) najdeme £ € (0, 1),
aby platilo (o o o).

Pak plati:

flx)=T % (2)
" lz—al?
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kde jsme pouzili definice a trojihelnikovou nerovnost.
Nyni si uvédomme, Ze a + {(x — a) lezi na tsecce ax, tedy patii do

B(a, ) (viz obrazek).
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Dokazali jsme, ze
_rfee
Ve > 030 > 0V € Bla,0)\ {a} : | L2 < o

tedy
_ faa
lim flx) — T3 (x) -0

ez —al?

Tim je dikaz hotov.



