Komentar k oddilu IX.1 — vektorové prostory

K definici vektorového prostoru:

e Vektorovy prostor je definovan axiomaticky, jak je v matematice ¢asté.

Je to mnozina, na které jsou definovany jisté operace, které maji predepsané
vlastnosti.

Tedy kazda mnozina s piisluSnymi operacemi, kterd ma ony vlastnosti,
je vektorovym prostorem.

Vyhoda tohoto abstraktniho pristupu je, ze véty dokazané o vekto-
rovych prostorech, se pak daji pouzit v mnoha konkrétnich situacich.

Priklady vektorovych prostoru jsou tieba R, R"™, mnozina vSech po-
sloupnosti nebo mnozina spojitych funkei na daném intervalu. Podrobnéji
o tom nize.

e Uvazujeme dva druhy vektorovych prostoru — realné a komplexni. Abychom
je mohli uvazovat najednou, zavadime znaceni K — to oznacuje jednu
z mnozin R nebo C.

e Vektorovy prostor nad K je tedy mnozina V', na niz jsou definovany
dvé operace + a -, které maji jisté vlastnosti.

e Operace +, neboli séitani, je operace, kterd dvojici prvku uw,v € V
pritadi jejich soucet u + v, tedy néjaky dalsi prvek V.

Vlastnosti (1)—(iv) se tykaji pouze s¢itani. Proberme je:

(i) a (ii): Tyto dvé vlastnosti fikaji, ze scitani prvku V je komutativni a
asociativni, tedy nezavisi na poradi a na uzavorkovani.

(iii): Tato vlastnost fikd, ze v prostoru V existuje nulovy prvek, tj.
takovy prvek, jehoz pticteni zadny prvek nezméni. To presné iika
rovnost o + v = v — prictenim o k v se v nezméni.

Nulovy prvek je jenom jeden. Kdyby totiz byly dva nulové prvky

01 a 09, pak by platilo
o> je nulovy prvek o1 je nulovy prvek

(o] 01 T O3 09,

kde také pouzivame vlastnost (i), tj. komutativitu s¢itani (o1 + 09
je totéz, co 0g + 01).



(iv):

Tato vlastnost tiké, Zze ke kazdému prvku v € V' existuje opacny
prvek, tj. takovy, po jehoz pri¢teni k v dostaneme nulovy prvek
(tj. takové w € V, ze v+ w = o).

Ke kazdému prvku v € V existuje jen jeden opacény prvek. Kdyby
totiz existovaly dva opacéné prvky wi, wy € V, pak se musi rovnat,
protoze by platilo:

w; = w; +0=w; + (v+ws) W (w1 +v) + wy = 0+ wy = ws.

Prvni rovnost plyne z toho, ze o je nulovy prvek, druha z toho, ze
w- je opacny prvek k v, treti plyne z asociativity s¢itani, ctvrta z
toho, ze w; je opacny prvek k v a posledni z toho, Ze o je nulovy
prvek. (Taktéz opakované pouzivame komutativitu s¢itani.)

Opacny prvek k prvku v budeme znacit —v.

e Operace - neni vlastné piimo operace na V', ale operace, ktera ¢islu

a <

K (tedy redlnému nebo komplexnimu) a prvku v € V priradi

prvek a - v € V' (a-ndsobek prvku v).

Vlastnosti (v)—(viii) se tykaji této operace a jejtho vztahu ke sciténi.
Proberme je.

(viii):

(v):
(vi) a (vi):

Tato vlastnost tika, ze 1-nasobek vektoru v je zase vektor v.

Tato vlastnost tikd, Zze a-nasobek b-nasobku prvku v je totéz, co
ab-nasobek prvku v.

Tyto vlastnosti jsou dvé verze distributivity — fikaji, ze 1ze roznasobovat

zavorky ¢i vytykat pred zavorku.

e Prvkum vektorového prostoru se obvykle tika vektory.

e Nékolik prikladu vektorovych prostoru:

1.

R je vektorovy prostor nad R (s obvyklym s¢itanim a ndsobenim).
Ze tyto operace maji vlastnosti (i)—(viii) dobfe vime, plyne to ze
zékladnich vlastnosti realnych ¢isel v oddilu 1.3.

Nulovym prvkem je 0, opaénym prvkem k v € R je opacné ¢islo
—.



2. C je vektorovy prostor nad C (s obvyklym s¢itdnim a ndsobenim).
Vlastnosti operaci byly opét zminény v oddilu 1.3.

Nulovym prvkem je 0 = 0 + 07, opacnym prvkem k prvku a + bz
je opacné ¢islo —a — bi.

3. Pro kazdé n € N je R"™ vektorovy prostor nad R, pokud séitani
prvku R™ a ndsobeni prvku R" redlnym ¢islem definujeme jako v
oddilu V.1 (tj. po soutadnicich).

To je vlastné specialni pfipad mnoziny M (m X n) — mnozina matic

m X n je vektorovy prostor nad R, pokud sc¢itani matic a nasobeni

matice ¢islem definujeme po slozkach, tj. stejné jako v oddilu VI.1.

Vlastnosti (i)—(viii) nyni plynou z Véty VI.1. Nulovy prvek je nu-

lovd matice (matice, jejiz vSechny slozky jsou nulové). Opaény

prvek k matici A = (a;;) je matice —A = (—a;;).

Protoze R" lze interpretovat jako M (1 x n), vidime, ze R" je

opravdu vektorovy prostor. Nulovy prvek je poc¢dtek —o = [0,0, ..., 0],
opacny prvek k prvku @ = [z1, 2o, ..., ,] je prvek —x = [—x1, —Xa, ..., —Ty).

4. Mnozina komplexnich matic typu m xn, Mc(m x n), je vektorovy
prostor nad C, pokud s¢itani matic a nasobeni matice komplexnim
¢islem definujeme po slozkach, tj. analogicky jako pro redlné ma-
tice v oddilu VI.1.

I v tomto pripadé plati analogie Véty VI.1, ktera se dokaze stejné
— jen misto vlastnosti redlnych ¢isel se pouziji tytéz vlastnosti
komplexnich cisel.

[ v tomto piipadé nulovy prvek je nulovd matice (matice, jejiz
vSechny slozky jsou nulové) a opac¢ny prvek k matici A = (a;;) je
matice —A = (—a;;).

5. Mnozina C" vSech usporadanych n-tic komplexnich ¢isel je vek-
torovy prostor nad C, pokud séitani prvku C™ a nésobeni prvku
C" komplexnim ¢islem definujeme po souradnicich (tj. analogicky
jako v R™).

C" lze totiz interpretovat jako Mc(1 x n). Nulovy prvek je opét
pocétek —o = [0,0, ..., 0], opacny prvek k prvku @ = |21, 29, ..., 2,] €
C" je prvek —x = [—x1, —T2, ..., —Ty].

6. Necht s je mnozina vSech posloupnosti redlnych ¢isel. Pokud defi-
nujeme soucet dvou posloupnosti a ndsobek posloupnosti realnym



¢islem jako v oddilu II.1 (tj. po ¢lenech), pak je s vektorovy prostor

na R.
Nulovy prvek je konstantni nulova posloupnost {0}5°,. Opacny
prvek k posloupnosti {a, }°°; je posloupnost —{a,, }°2; = —{a, }22,.

Diky tomu, ze operace jsou definovany po jednotlivych clenech,
plynou vsechny vlastnosti z vlastnosti realnych ¢isel. Ilustrujme si
to na komutativité scitani:

{an}ﬁo:ﬁ{bn}f:l = {an+bn}zo:1 = {bn"i_an}zo:l = {bn}fzﬁ{an}fﬂ

Prvni a treti rovnost jsou pouzitim definice souc¢tu posloupnosti,
druhé rovnost plyne z komutativity s¢itani redlnych cisel.

7. Analogicky sc, mnozina vsech posloupnosti komplexnich ¢isel, je
vektorovy prostor nad C (s analogickymi operacemi).

8. Necht M je néjakd (neprazdnd) mnozina. Oznac¢me F (M) mnozinu
vSech realnych funkci definovanych na M. Pokud soucet dvou
funkei a nasobek funkce realnym ¢éislem definujeme obvyklym zpusobem,
tj.

(f+9)(@) = flz)+g(x), zeM, fgeFM),
(A f)x) = A~ fla), veM, feF(M),AeR,

dostaneme vektorovy prostor nad R.

Nulovy prvek je konstantni nulova funkce, opaény prvek k funkci
f je funkce —f definovana vzorcem (—f)(x) = —f(z), v € M.

Vlastnosti (i)—(viii) plynou z vlastnosti redlnych cisel. Ilustrujme
to napiiklad na komutativitité sé¢itani. Pokud f,g € F(M) a x €
M, pak

(f +9)(x) = f(z) + 9(z) = g(x) + f(z) = (g + ) ().

Tedy f+g9=9+ f.
9. Analogicky, Fc(M), mnozina vSech komplexnich funkci na M, je
vektorovy prostor nad C (s analogickymi operacemi).

e Veéticka IX.1 obsahuje dvé tvrzeni, kterd jsou prirozend a casto se hodi.
Prvni tika, ze 0-nasobek kazdého prvku vektorového prostoru je roven
nulovému prvku. Druhd, ze opacny prvek se rovnd (—1)-ndsobku.

Dukaz:



(i): Dukaz plyne napiiklad z vypoétu (uvadime vzdy vlastnosti z de-
finice vektorového prostoru, které pouzivame):
0~v(@O-v—l—o(izv)Om—l—(v—ir(—v)) w (0-v+v)+ (—v)

(vii) (vi)

= 0-v+1-v)+(—v) = (0+1)- v+ (-v)
=1-v+ (—v) C (—v) W,
(ii): Chceme-li ukazat, ze (—1)-v = —wv, tj. ze (—1)- v je opacny prvek
k v, staci ukdzat, ze (—1) - v+ v = o.
Pocitejme tedy:

(1) v+v=(-1)-v+1-v=(-14+1)-v=0-v=o0.

Pficemz jsme postupné pouzili vlastnosti (viii) a (vi) z definice
vektorového prostoru a jiz dokdzany bod (i).

K definici podprostoru:

e Je-li V vektorovy prostor na K, pak jeho vektorovy podprostor (kratce
podprostor) je neprazdnd podmnozina U C V, kterd je ,uzaviend na
operace”.

To znamend, ze soucet libovolnych dvou prvku z U patii opét do U a
libovolny nasobek néjakého prvku z U patii také do U.

e Podprostor vzdy obsahuje nulovy vektor. To plyne z toho, ze podpro-
stor musi byt neprazdny, tedy obsahuje néjaky vektor w. Pak ovSem
obsahuje i vektor 0 - u, coz se podle Véticky IX.1 rovna o.

e Pokud U je podprostor vektorového prostoru V', pak pro kazdé w € U
opacny prvek —u patii také do U. Opét to plyne z Véticky IX.1, ktera
iikd, ze —u = (—1) - u.

e Pokud U je podprostor vektorového prostoru V', pak je to také vekto-
rovy prostor.

Z definice totiz plyne, Ze operace definované na V' funguji i na U (soucet
dvou prvku U patii do U, ndsobek prvku U patii do U).

Vlastnosti (i),(ii),(v)—(vi) plynou z vlastnosti V. Vlastnosti (iii) a (iv)
plynou z ptredchozich dvou bodu, kde jsme vysvétlili, ze o € U a pro
kazdé u € U je —u € U.



e Nékolik piiklada podprostoru (a tedy dalsi priklady vektorovych pro-
storu):

1. Pokud V je libovolny vektorovy prostor, pak existuji dva extrémni
podprostory:
Cely prostor V' je nejvétsim podprostorem.
Nejmensim podprostorem je jednoprvkova mnozina {o}. Rikame
ji trivdlni vektorovy prostor.
2. Mezi podprostory R? pati{ napiiklad nésledujici mnoziny:
— {[z,0]: z € R} (tj. osa z),
— {[0,z]: z € R} (tj. osa y),
— {[z,z]: x € R} (tj. osa prvniho a tietiho kvadrantu),
obecné kazdéa primka prochazejici pocatkem.
Ukazme si to pro tfeti mnozinu (osu prvniho a tretiho kvadrantu):
Je neprazdnd, protoze obsahuje bod [0,0]. Soucet dvou prvku z
této piimky do ni opét patii, stejné tak jako ndsobek — to je zfejmé
z definic.

Pro zbylé mnoziny je dukaz obdobny.
3. Je-li F(M) vektorovy prostor redlnych funkei na mnoziné M, pak

B(M)={fe€F(M): f je omezena na M}

je podprostor prostoru F(M).

B(M) je totiz neprazdnd mnozina, protoze konstantni nulova funkce
patii do B(M). Déle, soucet dvou omezenych funkci je zase ome-
zend funkce (pokud |f| < Cy a|g] < Cyna M, pak |f+¢g| < |f|+
lg| < C1 + Cy na M) a ndsobek omezené funkce je opét omezend
funkce (pokud |f] < C' na M a A € R, pak |Af| = |\| - |f] < |A\C
na M.

4. Je-li F(R) vektorovy prostor realnych funkei na R, pak C(R),
podmnozina tvofena spojitymi funkcemi, je podprostorem F(R).
C(R) je neprazdnd mnozina, protoze konstantni nulové funkce je
spojita. Dale soucet dvou spojitych funkci je spojita funkce a
nasobek spojité funkce je spojita funkce (to je dusledek véty o
aritmetice limit (viz Dusledek Véty IV.4).



5. Mnozina C*(R) vsech funkef t¥idy C! na R je podprostorem pro-
storu C(R) (a tedy téz podprostorem prostoru F(M)).
Kazda funkce tifdy C' na R je spojitd na R (viz Véta IV.12).
Proto je C'(R) C C(R). Déle, C(R) je neprazdna mnozina, protoze
konstantni nulova funkce je tiidy C'. Soucet dvou funkef tiidy C! je
opét funkee tiidy C', stejné tak ndsobek funkce tifidy C' je funkce
tiidy C!. (To plyne z véty o aritmetice derivaci — viz Véta IV.13
— a z dusledku véty o aritmetice limit — viz Dusledek Véty 1V.4.)

6. Mnozina vsech konvergentnich posloupnosti realnych ¢isel (znaci
se ¢) je podprostorem prostoru s vSech posloupnosti.

¢ je neprazdna mnozina, protoze konstantni nulova posloupnost
je konvergentni. Déle, soucet dvou konvergentnich posloupnosti je
konvergentni posloupnost a nasobek konvergentni posloupnosti je
konvergentni posloupnost (podle Véty o aritmetice limit, viz Véta
I1.4).

7. Mnozina vSech posloupnosti redlnych cisel, které maji limitu 0,
(znaci se ¢g) je podprostorem prostoru ¢ (a také prostoru s vsech
posloupnosti).
co je neprazdna mnozina, protoze konstantni nulova posloupnost
ma limitu 0. Déle, soucet dvou posloupnosti s limitou 0 je posloup-
nost s limitou 0 a nédsobek posloupnosti s limitou 0 je posloupnost
s limitou 0 (podle Véty o aritmetice limit, viz Véta I1.4).

K linearnim kombinacim atp.:

e Definice linearni kombinace, trivialni linearni kombinace a netrivialni
kombinace jsou zcela analogické prislusnym definicim z oddilu VI.2.

Lisi se to pouze v tom, ze uvazujeme vektory v obecném vektorovém
prostoru a ze koeficienty uvazujeme z mnoziny K (tj. z R pro realné
prostory a z C pro komplexni prostory).

Je opét tieba rozlisovat mezi linedrni kombinaci (tj. vyrazem jistého
tvaru) a jejim vysledkem (tj. vektorem, ktery se dostane vypoctem
vyrazu) — viz podrobné vysvétleni v komentaii k oddilu VI.2.

e Pokud V je vektorovy prostor nad K a vq,..., v, jsou prvky V., pak
ling{vy,..., v} je mnozina vsech vektoru, které lze vyjadrit jako linedrn{



kombinaci vektoru vy, ..., vg, tj. ve tvaru
1V + QU2 + - -+ Qg Uy,

kde aq, ..., € K.

Véta IX.2 11k4, ze ling{v1, . .., vi} je podprostor prostoru V. Dokazme
to:
Nulovy vektor do ling{wvy, ..., v} patii, protoze

0:0"01+0"02+"'+0"Uk7

tedy da se vyjadrit jako (trividlni) linedrni kombinace vektoru vy, . .., vy.

Pokud w,v € ling{v,..., v}, tj. existuji aq,..., o, B1,..., 0k € K,
pro kterd plati
U = V1 + QU2 + - - + Qi Uk,

v = (1v1 + Bova + - - + Brvg,
pak

u+v= (a1 + f)v1 + (a2 + Ba)va + - - - + (g + Br)vs,

tedy u + v € ling{v,..., v}

Pokud A € K a u € ling{vy,..., v}, tj. existuji aq,...,a; € K, pro
ktera plati
U = V1 + Qo + - - - + Qg Vg,

pak
AU = ()\al)vl + ()\OQ)’UQ + -+ ()\ak)vk,

tedy au € ling{vy,...,v;}.

Diky Veéte I1X.2 je opravdu smysluplné nazyvat ling{v, ..., vy} vekto-
rovym podprostorem generovanym vektory vq, ..., vg.

Obecnéji, pokud M C V je néjakd podmnozina, pak ling M je mnozina
vsech vektoru, které 1ze vyjadrit jako linearni kombinaci néjakych prvka
M.

I tato mnozina je podprostorem V':



Pokud w,v € M, pak existujiwy,...,up € M, aq,...,ap € K,vy,...,v,, €
M, By, ..., Bm € K, pro ktera plati

U= ou; + age + - - - + apug,
vzﬂlvl+5202+"'+ﬁmvm'
Tedy
U+ v =a1U; + Uy + -+ apiy + S + Bova + -+ B,

Ize také vyjadrit jako linearni kombinaci néjakych prvku M, tedy u +
v E hnK M.
Pokud A € K a u € ling M, pak existuji vy,...,vp € M aay,...,q; €
K, pro ktera plati
U = V1 + Qs + - - - + Qg V.

Pak

\u = ()\Oél)’Ul + ()\042)’02 + -+ ()\Oék)’vk,
tedy au € ling M.

Zbyva ukdzat, 7e ling M je neprizdnd. Pokud M # 0, pak ziejmé
M C ling M, a tedy je tato mnozina neprazdna.

Pripad, kdy M = 0, je vyjimecny. Pak se obvykle definuje ling M =
{o} (jako hodnota ,prazdné linearni kombinace®). To mé vyznam pro
to, aby se v ruznych tvrzenich nemusel vyjimeény piipad vyluc¢ovat.

e Jiny pohled na ling M je, zZe je to nejmensi podprostor V', ktery obsa-
huje mnozinu M (pak ddva smysl rovnost ling () = {o}).

A opravdu, je to podprostor ktery obsahuje M. A mensi byt nemuze,
protoze podprostor obsahuje kazdou linearni kombinaci svych prvki.

e Pitklady:
1. 1ling{[0,0,1],[1,0,0]} v R3? je podprostor
{[a,0,b]: a,b € R} = {[z,y,2] € R*: y = 0}.
Duvod je ten, ze

a-[1,0,0]+b-[0,0,1] = [a,0,b].

9



Tedy: Prvky ling{[0, 0, 1], [1, 0, 0]} jsou podle definice pravé prvky,
ktera lze vyjadrit ve tvaru na levé strané. Proto je lze vyjadrit ve
tvaru na pravé strané, a tedy patii do vyse uvedeného podpro-
storu.

Obréacené: Prvky vyse uvedeného podprostoru maji tvar na pravé
strané. Lze je tedy vyjadiit ve tvaru na levé strané, a proto patii
do ling{[0, 0, 1], 1,0, 0]}

2. ling {[0,0,1],[0,1,0],[1,0,0]} = R*:
Kazdy prvek [z,y, 2] € R? lze zapsat ve tvaru
[z,y,2z] =2 -[1,0,0] +y-[0,1,0] + z - [0,0, 1],

a tedy patif do ling{[0,0, 1], [0, 1, 0], [1,0,0]}.

3. Uvazme prostor C(R) vsech redlnych spojitych funkei na R. Pro
n € NU{0} necht f,(z) =2", x € R. Pak f, € C(R) a

hnR{fO: fla s >fn}
je podprostor tvoreny vSemi polynomy stupné nejvyse n.
K linearni zavislosti, linearni nezavislosti a bazi:

e Linearni zavislost a nezavislost vektoru wq,...,u,, se definuje zcela
analogicky jako v oddilu VI.2. (Vektory uy, . .., u,, jsou prvky néjakého
vektorového prostoru, ne nutné R", ale jinak je to zcela analogické.)

e Co je zde ovSem nové, je pojem linedrné nezdvislé mnoziny (kterda muze
byt nekonecnd).

Mnozina M je linearné nezavislé, pokud pro kazdou volbu uy, ..., u,, €
M, kde se zadny z vektoru neopakuje, je m-tice uq,...,u,, linedrné
nezavisla.

Jinymi slovy: Pokud uq,...,u,, € M jsou ruzné prvky a aq,...,a,, €

K jsou takova cisla, ze

a1uy + aUug + - - + Uy, = 0,

pak musi platit oy = s =+ = «,, = 0.

Pokud je mnozina M konecnd, lze napsat jako M = {wy,...,un},
kde se zadny prvek neopakuje. V tom ptipadé je mnozina M linedrné
nezavisla, prave kdyz je m-tice uq, ..., u,, linedrné nezavisla.

10



e Piiklady:

1. Uvazme prostor C(R) v8ech redlnych spojitych funkei na R. Pro

n e

N U {0} necht f,(x)=2", x € R. Pak f, € C(R).

Trojice fo, f1, f2 je linedrné nezavisla:

Necht ag, a1, ap € R jsou takovd, Ze agfo + a1 fi + asfs = 0.
Protoze o je konstatni nulova funkce, znamend tato rovnost,
ze plati

ap + a1z + asz? = 0 pro kazdé = € R.

7 toho nyni odvodime, ze ag = a; = s = 0. Ukazeme si dva
postupy:

Postup prvni: Dosadime nékolik hodnot x:

Dosazenim x = 0 dostaneme oy = 0.

Dosazenim z = 1 pak dostaneme o + ay = 0 (uz vime, ze
ap = 0). Dosazenim z = —1 dostaneme —a; + as = 0. Z
téchto dvou rovnosti vidime, ze nutné a; = as = 0.

Postup druhy: Funkce ag + a2 + as2? je polynom nejvyse
druhého stupné. Pokud by byl aspori jeden z koeficienti nenu-
lovy, pak by tento polynom mél nejvyse dva realné koteny. Ale
podle predpokladu je to konstantni nulova funkce, takze ma
nekonecéné mnoho korenu. Proto musi byt ag = oy = g = 0.
Pro kazdé n € N U {0} je (n + 1)-tice fo, fi1,..., fn linedrne
nezavisla.

Necht o, a1, ..., o, € R jsou takova, ze agfy + o fi + -+ +
Qp frn = 0.

Protoze o je konstatni nulova funkce, znamend tato rovnost,
ze plati

g+ a1+ -+ a,x” =0 pro kazdé z € R.

Funkce ay + ayx + -+ 4+ a,2™ je polynom stupné nejvyse
n. Pokud by byl aspon jeden z koeficientu nenulovy, pak
by tento polynom mél nejvyse n realnych kotrenu. Ale podle
predpokladu je to konstantni nulova funkce, takze mé ne-
koneéné mnoho kotentu. Proto musi byt ap = ay = -+ =
o, = 0.

11



— Mnozina M = {f,: n € NU{0}} je linedrné nezavisla.
To plyne z predchoziho bodu: Méjme f,,, ..., fn,, € M ruzné
prvky. Necht & = max{ny,...,n,}. Podle piedchoziho bodu
jsou fo, ..., fx linedrné nezavislé. Tedy i f,,, ..., fa,, jsou linedrné
nezavislé.

2. Uvazme prostor s vSech posloupnosti realnych ¢éisel. Pro n € N
necht e, je posloupnost, jejiz n-ty ¢len je roven 1 a viechny ostatni
¢leny jsou nulové.

Tj.,
e; =1,0,0,0,0,0,...,
e;=0,1,0,0,0,0,...,
e3 =0,0,1,0,0,0,...,

Pak mnozina {e,: n € N} je linedrné nezdvisla.
Necht totiZ nq, ..., n,, jsou ruznd piirozend ¢isla a o, . . ., a,, jsou
realnd cisla, pro ktera plati

1€y, + g€p, + -+ -+ ap€y = 0.

Ptipomenme, ze o je konstatni nulova posloupnost. Pritom po-
sloupnost na levé strané ma na nq-tém misté ¢islo oy, na ng-tém
misté ¢islo am, a tak dile, az na n,,-tém misté ma cislo «,,. Na
ostatnich mistech ma nulu.

Aby se rovnala konstantni nulové posloupnosti, musi byt a; =
g =+ =q,, =0.

e Baze vektorového prostoru V' (nad K) je takovd mnozina B C V, kterd
je jednak linedrné nezavisla a jednak plati ling B = V.

Lze to popsat jesté jinak: B je baze prostoru V, pravée kdyz kazdy
prvek prostoru V' lze vyjadfit jako linearni kombinaci néjakych prvka
mnoziny B, a to pravé jednim zpusobem.

Dokazme si to:

=: Necht B je baze. Podle definice vime, ze kazdy prvek V lze vyjadrit
jako linearni kombinace prvku B. Zbyva ukéazat, ze to nejde dvéma
ruznymi zpusoby.
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Meéjme tedy v € V' a predpokladejme, ze ho mame vyjadieny jako
linearni kombinaci prvku B dvéma zpusoby:

U:alul‘l’"'_"anuny
’U:ﬂlwl—i_"'_{—ﬁmwm'

Nyni si rozmysleme, co znamena, ze tato dvé vyjadieni jsou stejna:
Znamenad to, ze nenulové koeficienty jsou u tychz vektoru, a navic
jsou tyto koeficienty u daného vektoru stejné.

Ptedem nevime, zda je mezi seznamy ug,...,u, a w;,...,Ws
néjaky vztah. Takze vyclenime ty vektory, které se v obou se-
znamech opakuji. Dejme tomu, ze prvnich k£ se v obou seznamech
shoduje a vice jiz ne. (Ptesnéji — dejme tomu, ze k vektoru je
spolecnych pro oba seznamy, pak si vektory muzeme preusporadat,
aby to bylo prvnich k.) Tedy mame:

V=10t U+ QiU 0 QU
v =11+ A+ Bt + B Wear + 0+ B Wi

Odectenim dostaneme
o= (g —f)vr+ -+ (o — Br)Vk + Qpr1Up1 + - + Qi
- Bk+1wk+1 e T ﬁmwm
Nyni si uvédomme, ze vektory
Vi, 3 Vg, Uy 1y oo 3 Uy, Wy 1,..., Wy

patii do B a jsou ruzné (to jsme zafidili vyse vyclenénim téch, co
se opakovaly). Protoze B je linedrné nezavisla, musi tato linedrni
kombinace byt trivialni, tedy

a1251,~-->@1c:Bk,ak+1="'=an=5k+1Z"'Zﬁmzo-

No, a to presné znamena, ze ona dvé vyjadieni, s nimiz jsme zacali,
se shoduji.

: Predpokladejme, ze kazdy prvek V' 1ze vyjadrit pravé jednim zpusobem
jako linedrni kombinaci néjakych prvku B. Ukazeme, ze B je béze.
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To znamend, ze B spliuje dvé podminky z definice baze. Plat-
nost druhé podminky (ze kazdy prvek V' lze vyjadrit jako linedrni
kombinaci prvku B) je ziejmé. Rozmysleme si, ze B je linedrné
nezavisla. Kdyby nebyla, pak najdeme netrivialni linedrni kombi-
naci (ruznych) prvka B, jejimz vysledkem je nulovy vektor. Pak
by ale nulovy vektor bylo mozné vyjadrit dvéma ruznymi zpusoby
— tim pravé zminénym a pak jako trividlni linearni kombinaci. To
je ovSem spor s predpokladem.

e Uvedena charakteristika — baze jako takova mnozina, ze kazdy vektor
Ize jedinym zpusobem vyjadrit jako linearni kombinaci, ukazuje hlavni
motivaci pro zabyvani se bazemi.

Umoznuje ndm totiz prvky prostoru popsat pomoci ,souradnic® vuéi
bézi.

e Piiklady:

1. {[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]} je baze prostoru R3.
Kazdy prvek [z,y, 2] € R? lze totiz vyjadiit jako

[z,y,2] =2 -[1,0,0] +y-[0,1,0] + 2 - [0,0, 1]

a toto vyjadreni je zfejmé jednoznacné.

2. Uvazme prostor C(R) vsech redlnych spojitych funkei na R. Pro
n € NU{0} necht f,(z) =2" = € R. Pak f, € C(R).

Mnozina {f,: n € NU{0}} je linedrné nezavisld, ale nenf to baze
prostoru C(R), protoze vSechny prvky ling{f,: n € N U {0}}
jsou polynomy, ale ne kazda spojité funkce je polynom (napiiklad
funkce €”, sinz, |z| a fada dalsich jsou spojité na R, ale nejsou to
polynomy).

Nicméné mnozina {f,: n € N U{0}} je baze prostoru vsech po-
lynomu.

3. Uvazme prostor s vSech posloupnosti realnych ¢éisel. Pro n € N
necht e, je posloupnost, jejiz n-ty ¢len je roven 1 a vSechny ostatni
¢leny jsou nulové (viz vyse).

Pak mnozina {e,: n € N} je linedrné nezdvisld, ale neni to baze
prostoru s. Duvod je ten, ze kazdd posloupnost z ling{e,: n € N}
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ma jen konecné mnoho nenulovych ¢lent. Takze tfeba konstantni
posloupnost samych jednic¢ek nelze vyjadrit jako linearni kombi-
naci prvku této mnoziny.

Nicméné mnozina {e,: n € N} je bazi podprostoru
coo = {{zn} € 5: IngVn > ng : x, = 0}.
K Vétam IX.3 a IX.4 a dimenzi prostoru:

e Bod (i) Vety IX.3 iika predevsim, ze kazdy vektorovy prostor ma bézi.
Toto tvrzeni se dokazuje z druhé ¢asti bodu (i) — z toho, Ze kazdou
linearné nezavislou mnozinu lze doplnit na bazi. Pokud toto vime,
staci za¢it s prazdnou mnozinou (ktera je z trividlnich diuvodu linedrné
nezavisld) a tu doplnit na bazi.

e Druhd ¢dst bodu (i) o doplnéni linedrné nezavislé mnoziny na bazi
vychdzi z pozorovani, ze baze je ,maximalni linearni nezavisla mnozina“.
To jest, B je baze, prave kdyz je linearné nezavisla a uz k ni nelze ptidat
zadny dalsi vektor tak, aby zustala linedrné nezavisla.

Toto plyne z néasledujiciho tvrzeni:

Necht B C 'V je linedrné nezdvisld a v € V. Pak v ¢ ling B, prdvé
kdyz B U{v} je linedrné nezdvisld.

Z toho vychazi nasledujici naivni postup hledani baze:

Zacneme s linedrné nezavislou mnozinou M a postupujme podle algo-
ritmu:

Jeling M =V? ANO Hotovo, M je baze.

NE

Najdeme prvek v € V' \ ling M

Priddame vektor
v do mnoziny M
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Pokud po kone¢né mnoha krocich budeme hotovi, nasli jsme bézi.

Pokud koneéné mnoho kroku nestaci, pak si lze predstavit, ze tento
algoritmus aplikujeme nekonecné krat a stale dal. Ze zakladnich prin-
cipu teorie mnozin pak plyne, Ze nakonec dojdeme k cili. (Detaily
vysvétlovat nebudeme, neni to snadné).

Tak tfeba vyse uvedenou mnozinu {e,: n € N} lze doplnit na bazi
prostoru s a mnozinu {f,: n € NU{0}} lze doplnit na bazi prostoru
C(R). Ale tyto baze nemaji zadny jednoduchy ¢ konstruktivni popis —
jejich existence plyne ze zdkladnich principu teorie mnozin.

Bod (ii) Véty I1X.3: Naznacime dukaz pro piipad, Ze baze je kone¢né:

Uké4zeme si pomocné tvrzeni: Necht proky w., . .., w, tvori bdzi prostoru
V. Pak v prostoru V' neezistuje (n+1)-tice linedrné nezdvislych vektori.

Pokud wuy, ..., w, tvofi bazi prostoru V', pak pro kazdé v € V existuji
jednoznac¢né urcené koeficienty vy,...,v, € K, ze

V= 0UL + VU + -+ UpUy,.

Predpokladejme, Ze v', ..., v"! jsou linedrné nezavislé. Pro kazdé j €
{1,...,n+ 1} uvazme vyjadreni

v =vjug + viug + - 4+ v,
Nyni je tfeba si uvédomit, ze vektory
1 19 1,2 2 nt1 ntl
(U1, up]s (01, un] e [T o

jsou linearné nezavislé v K™. Neboli matice

1 1
(% . (%
2 2
(% . (%
n+1 n+1

(% R Vs

mé& hodnost n + 1. To ale neni mozné, protoze ma jen n sloupcu (viz
oddil VI.2).

To dokoncuje dukaz pomocného tvrzeni.
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Z tohoto pomocného tvrzeni jiz plyne bod (ii): Méjme tedy bazi B; o
n prvcich a jinou bazi Bs. Podle pomocného tvrzeni B, nemuze mit
vice nez n prvku. Ma tedy nejvySe n prvki, oznacme jejich pocet m.
Pak mame néjakou bazi o m prvcich, a tedy podle pomocného tvrzeni
jind béaze (napiiklad B;) nemuze mit vice nez m prvku. Tedy n < m i
m < n, neboli m = n.

Bod (ii) Vety IX.3 tedy k4, ze pocet prvku baze vektorového prostoru
je jednozna¢né urcen. Tomuto poctu se tika dimenze prostoru a znaci

se dim V.

Extrémni ptipad je dimenze 0 — to nastava pro trivialni vektorovy pro-
stor {o} — za jeho bézi povazujeme prazdnou mnozinu.

Prostor R” ¢i C™ mé dimenzi n.

Nekonecnou dimenzi ma naptiklad prostor C(R) nebo s.

Veéticka IX.4 slouzi ke zjednoduseni dukazu, ze dané prvky tvori bazi.
Podle definice vime, Ze je tieba ovérit dvé podminky — linearni nezavislost
a podminku ling B = V. Tato véticka t1k4, ze pokud je vektoru spravny
pocet (a ten je prirozené ¢islo), pak staci ovérit jednu z podminek. Toto
ocenime zejména v Matematice IV.

Dukaz:
(i): Pokud vy, ...,w, jsou linedrné nezavislé, pak mnozinu {vy, ..., v,}
Ize podle Véty I1X.3(i) doplnit na bézi. Protoze dim V' = n, musi
mit tato baze n prvku. Tedy jiz {vi,...,v,} je baze.

(ii): Predpoklddejme, ze ling{vy,...,v,} =V.
Pak najdeme bazi prostoru V', kterd je obsazena v mnoziné {vy, ..., v,}.
Staci totiz vzit minimalni podmnozinu B C {vy,...,v,}, kterd
splnuje ling B = V. Tu najdeme tak, ze prebytecné vektory po-
stupné vypustime. Algoritmus je schematicky znazornén na obrazku:
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B :=A{vy,...,v,}

Je ling(B\ {ve}) = v? FANO I B — B\ o))

NE

NE
E=k+1 Je k=n?

ANO

Hotovo.

Vysledna B je pak linedrné nezavisld (zadny z vektort nelze vyjadrit
jako linearni kombinaci ostatnich — jinak by takovy vektor bylo
mozné vynechat), a tedy je to baze V.

Protoze ovéem dimV = n, musi mit B n prvku, a tedy B =
{’Ul, c. ,'Un}.

e Pokud mame vektory vq,...,vr € K", uz zname algoritmus pro na-
lezeni béze podprostoru ling{wvy,...,vg}: NapiSeme si vektory jako
radky do matice (typu k x n). Tu prevedeme elementarnimi radkovymi
Upravami na schodovitou matici. Pak nenulové tadky této schodovité
matice tvoii bazi.
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