
Komentář k odd́ılu IX.1 – vektorové prostory

K definici vektorového prostoru:

• Vektorový prostor je definován axiomaticky, jak je v matematice časté.

Je to množina, na které jsou definovány jisté operace, které maj́ı předepsané
vlastnosti.

Tedy každá množina s př́ıslušnými operacemi, která má ony vlastnosti,
je vektorovým prostorem.

Výhoda tohoto abstraktńıho př́ıstupu je, že věty dokázané o vekto-
rových prostorech, se pak daj́ı použ́ıt v mnoha konkrétńıch situaćıch.

Př́ıklady vektorových prostor̊u jsou třeba R, Rn, množina všech po-
sloupnost́ı nebo množina spojitých funkćı na daném intervalu. Podrobněji
o tom ńıže.

• Uvažujeme dva druhy vektorových prostor̊u – reálné a komplexńı. Abychom
je mohli uvažovat najednou, zavád́ıme značeńı K – to označuje jednu
z množin R nebo C.

• Vektorový prostor nad K je tedy množina V , na ńıž jsou definovány
dvě operace + a ·, které maj́ı jisté vlastnosti.

• Operace +, neboli sč́ıtáńı, je operace, která dvojici prvk̊u u,v ∈ V
přǐrad́ı jejich součet u + v, tedy nějaký daľśı prvek V .

Vlastnosti (i)–(iv) se týkaj́ı pouze sč́ıtáńı. Proberme je:

(i) a (ii): Tyto dvě vlastnosti ř́ıkaj́ı, že sč́ıtáńı prvk̊u V je komutativńı a
asociativńı, tedy nezáviśı na pořad́ı a na uzávorkováńı.

(iii): Tato vlastnost ř́ıká, že v prostoru V existuje nulový prvek, tj.
takový prvek, jehož přičteńı žádný prvek nezměńı. To přesně ř́ıká
rovnost o + v = v – přičteńım o k v se v nezměńı.

Nulový prvek je jenom jeden. Kdyby totiž byly dva nulové prvky
o1 a o2, pak by platilo

o1
o2 je nulový prvek

= o1 + o2
o1 je nulový prvek

= o2,

kde také použ́ıváme vlastnost (i), tj. komutativitu sč́ıtáńı (o1 +o2

je totéž, co o2 + o1).
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(iv): Tato vlastnost ř́ıká, že ke každému prvku v ∈ V existuje opačný
prvek, tj. takový, po jehož přičteńı k v dostaneme nulový prvek
(tj. takové w ∈ V , že v + w = o).

Ke každému prvku v ∈ V existuje jen jeden opačný prvek. Kdyby
totiž existovaly dva opačné prvky w1,w2 ∈ V , pak se muśı rovnat,
protože by platilo:

w1 = w1 + o = w1 + (v +w2)
(ii)
= (w1 + v) +w2 = o+w2 = w2.

Prvńı rovnost plyne z toho, že o je nulový prvek, druhá z toho, že
w2 je opačný prvek k v, třet́ı plyne z asociativity sč́ıtáńı, čtvrtá z
toho, že w1 je opačný prvek k v a posledńı z toho, že o je nulový
prvek. (Taktéž opakovaně použ́ıváme komutativitu sč́ıtáńı.)

Opačný prvek k prvku v budeme značit −v.

• Operace · neńı vlastně př́ımo operace na V , ale operace, která č́ıslu
a ∈ K (tedy reálnému nebo komplexńımu) a prvku v ∈ V přǐrad́ı
prvek a · v ∈ V (a-násobek prvku v).

Vlastnosti (v)–(viii) se týkaj́ı této operace a jej́ıho vztahu ke sč́ıtáńı.
Proberme je.

(viii): Tato vlastnost ř́ıká, že 1-násobek vektoru v je zase vektor v.

(v): Tato vlastnost ř́ıká, že a-násobek b-násobku prvku v je totéž, co
ab-násobek prvku v.

(vi) a (vi): Tyto vlastnosti jsou dvě verze distributivity – ř́ıkaj́ı, že lze roznásobovat
závorky či vytýkat před závorku.

• Prvk̊um vektorového prostoru se obvykle ř́ıká vektory.

• Několik př́ıklad̊u vektorových prostor̊u:

1. R je vektorový prostor nad R (s obvyklým sč́ıtáńım a násobeńım).

Že tyto operace maj́ı vlastnosti (i)–(viii) dobře v́ıme, plyne to ze
základńıch vlastnost́ı reálných č́ısel v odd́ılu I.3.

Nulovým prvkem je 0, opačným prvkem k v ∈ R je opačné č́ıslo
−v.
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2. C je vektorový prostor nad C (s obvyklým sč́ıtáńım a násobeńım).
Vlastnosti operaćı byly opět zmı́něny v odd́ılu I.3.

Nulovým prvkem je 0 = 0 + 0i, opačným prvkem k prvku a + bi
je opačné č́ıslo −a− bi.

3. Pro každé n ∈ N je Rn vektorový prostor nad R, pokud sč́ıtáńı
prvk̊u Rn a násobeńı prvku Rn reálným č́ıslem definujeme jako v
odd́ılu V.1 (tj. po souřadnićıch).

To je vlastně speciálńı př́ıpad množiny M(m×n) – množina matic
m×n je vektorový prostor nad R, pokud sč́ıtáńı matic a násobeńı
matice č́ıslem definujeme po složkách, tj. stejně jako v odd́ılu VI.1.

Vlastnosti (i)–(viii) nyńı plynou z Věty VI.1. Nulový prvek je nu-
lová matice (matice, jej́ıž všechny složky jsou nulové). Opačný
prvek k matici A = (aij) je matice −A = (−aij).
Protože Rn lze interpretovat jako M(1 × n), vid́ıme, že Rn je
opravdu vektorový prostor. Nulový prvek je počátek – o = [0, 0, . . . , 0],
opačný prvek k prvku x = [x1, x2, . . . , xn] je prvek−x = [−x1,−x2, . . . ,−xn].

4. Množina komplexńıch matic typu m×n, MC(m×n), je vektorový
prostor nad C, pokud sč́ıtáńı matic a násobeńı matice komplexńım
č́ıslem definujeme po složkách, tj. analogicky jako pro reálné ma-
tice v odd́ılu VI.1.

I v tomto př́ıpadě plat́ı analogie Věty VI.1, která se dokáže stejně
– jen mı́sto vlastnost́ı reálných č́ısel se použij́ı tytéž vlastnosti
komplexńıch č́ısel.

I v tomto př́ıpadě nulový prvek je nulová matice (matice, jej́ıž
všechny složky jsou nulové) a opačný prvek k matici A = (aij) je
matice −A = (−aij).

5. Množina Cn všech uspořádaných n-tic komplexńıch č́ısel je vek-
torový prostor nad C, pokud sč́ıtáńı prvk̊u Cn a násobeńı prvku
Cn komplexńım č́ıslem definujeme po souřadnićıch (tj. analogicky
jako v Rn).

Cn lze totiž interpretovat jako MC(1 × n). Nulový prvek je opět
počátek – o = [0, 0, . . . , 0], opačný prvek k prvku x = [x1, x2, . . . , xn] ∈
Cn je prvek −x = [−x1,−x2, . . . ,−xn].

6. Necht’ s je množina všech posloupnost́ı reálných č́ısel. Pokud defi-
nujeme součet dvou posloupnost́ı a násobek posloupnosti reálným
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č́ıslem jako v odd́ılu II.1 (tj. po členech), pak je s vektorový prostor
na R.

Nulový prvek je konstantńı nulová posloupnost {0}∞n=1. Opačný
prvek k posloupnosti {an}∞n=1 je posloupnost−{an}∞n=1 = −{an}∞n=1.

Dı́ky tomu, že operace jsou definovány po jednotlivých členech,
plynou všechny vlastnosti z vlastnost́ı reálných č́ısel. Ilustrujme si
to na komutativitě sč́ıtáńı:

{an}∞n=1+{bn}∞n=1 = {an+bn}∞n=1 = {bn+an}∞n=1 = {bn}∞n=1+{an}∞n=1

Prvńı a třet́ı rovnost jsou použit́ım definice součtu posloupnost́ı,
druhá rovnost plyne z komutativity sč́ıtáńı reálných č́ısel.

7. Analogicky sC, množina všech posloupnost́ı komplexńıch č́ısel, je
vektorový prostor nad C (s analogickými operacemi).

8. Necht’M je nějaká (neprázdná) množina. Označme F(M) množinu
všech reálných funkćı definovaných na M . Pokud součet dvou
funkćı a násobek funkce reálným č́ıslem definujeme obvyklým zp̊usobem,
tj.

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈M, f, g ∈ F(M),

(λ · f)(x) = λ · f(x), x ∈M, f ∈ F(M), λ ∈ R,

dostaneme vektorový prostor nad R.

Nulový prvek je konstantńı nulová funkce, opačný prvek k funkci
f je funkce −f definovaná vzorcem (−f)(x) = −f(x), x ∈M .

Vlastnosti (i)–(viii) plynou z vlastnost́ı reálných č́ısel. Ilustrujme
to např́ıklad na komutativititě sč́ıtáńı. Pokud f, g ∈ F(M) a x ∈
M , pak

(f + g)(x) = f(x) + g(x) = g(x) + f(x) = (g + f)(x).

Tedy f + g = g + f .

9. Analogicky, FC(M), množina všech komplexńıch funkćı na M , je
vektorový prostor nad C (s analogickými operacemi).

• Větička IX.1 obsahuje dvě tvrzeńı, která jsou přirozená a často se hod́ı.
Prvńı ř́ıká, že 0-násobek každého prvku vektorového prostoru je roven
nulovému prvku. Druhá, že opačný prvek se rovná (−1)-násobku.

Důkaz:
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(i): Důkaz plyne např́ıklad z výpočtu (uvád́ıme vždy vlastnosti z de-
finice vektorového prostoru, které použ́ıváme):

0 · v (iii)
= 0 · v + o

(iv)
= 0 · v + (v + (−v))

(ii)
= (0 · v + v) + (−v)

(viii)
= (0 · v + 1 · v) + (−v)

(vi)
= (0 + 1) · v + (−v)

= 1 · v + (−v)
(viii)
= v + (−v)

(iv)
= o.

(ii): Chceme-li ukázat, že (−1) ·v = −v, tj. že (−1) ·v je opačný prvek
k v, stač́ı ukázat, že (−1) · v + v = o.

Poč́ıtejme tedy:

(−1) · v + v = (−1) · v + 1 · v = (−1 + 1) · v = 0 · v = o.

Přičemž jsme postupně použili vlastnosti (viii) a (vi) z definice
vektorového prostoru a již dokázaný bod (i).

K definici podprostoru:

• Je-li V vektorový prostor na K, pak jeho vektorový podprostor (krátce
podprostor) je neprázdná podmnožina U ⊂ V , která je

”
uzavřená na

operace“.

To znamená, že součet libovolných dvou prvk̊u z U patř́ı opět do U a
libovolný násobek nějakého prvku z U patř́ı také do U .

• Podprostor vždy obsahuje nulový vektor. To plyne z toho, že podpro-
stor muśı být neprázdný, tedy obsahuje nějaký vektor u. Pak ovšem
obsahuje i vektor 0 · u, což se podle Větičky IX.1 rovná o.

• Pokud U je podprostor vektorového prostoru V , pak pro každé u ∈ U
opačný prvek −u patř́ı také do U . Opět to plyne z Větičky IX.1, která
ř́ıká, že −u = (−1) · u.

• Pokud U je podprostor vektorového prostoru V , pak je to také vekto-
rový prostor.

Z definice totiž plyne, že operace definované na V funguj́ı i na U (součet
dvou prvk̊u U patř́ı do U , násobek prvku U patř́ı do U).

Vlastnosti (i),(ii),(v)–(vi) plynou z vlastnost́ı V . Vlastnosti (iii) a (iv)
plynou z předchoźıch dvou bod̊u, kde jsme vysvětlili, že o ∈ U a pro
každé u ∈ U je −u ∈ U .
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• Několik př́ıklad̊u podprostor̊u (a tedy daľśı př́ıklady vektorových pro-
stor̊u):

1. Pokud V je libovolný vektorový prostor, pak existuj́ı dva extrémńı
podprostory:

Celý prostor V je největš́ım podprostorem.

Nejmenš́ım podprostorem je jednoprvková množina {o}. Ř́ıkáme
j́ı triválńı vektorový prostor.

2. Mezi podprostory R2 patř́ı např́ıklad následuj́ıćı množiny:

– {[x, 0] : x ∈ R} (tj. osa x),

– {[0, x] : x ∈ R} (tj. osa y),

– {[x, x] : x ∈ R} (tj. osa prvńıho a třet́ıho kvadrantu),

obecně každá př́ımka procházej́ıćı počátkem.

Ukažme si to pro třet́ı množinu (osu prvńıho a třet́ıho kvadrantu):
Je neprázdná, protože obsahuje bod [0, 0]. Součet dvou prvk̊u z
této př́ımky do ńı opět patř́ı, stejně tak jako násobek – to je zřejmé
z definic.

Pro zbylé množiny je d̊ukaz obdobný.

3. Je-li F(M) vektorový prostor reálných funkćı na množině M , pak

B(M) = {f ∈ F(M) : f je omezená na M}

je podprostor prostoru F(M).

B(M) je totiž neprázdná množina, protože konstantńı nulová funkce
patř́ı do B(M). Dále, součet dvou omezených funkćı je zase ome-
zená funkce (pokud |f | ≤ C1 a |g| ≤ C2 na M , pak |f + g| ≤ |f |+
|g| ≤ C1 + C2 na M) a násobek omezené funkce je opět omezená
funkce (pokud |f | ≤ C na M a λ ∈ R, pak |λf | = |λ| · |f | ≤ |λ|C
na M .

4. Je-li F(R) vektorový prostor reálných funkćı na R, pak C(R),
podmnožina tvořena spojitými funkcemi, je podprostorem F(R).

C(R) je neprázdná množina, protože konstantńı nulová funkce je
spojitá. Dále součet dvou spojitých funkćı je spojitá funkce a
násobek spojité funkce je spojitá funkce (to je d̊usledek věty o
aritmetice limit (viz Důsledek Věty IV.4).
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5. Množina C1(R) všech funkćı tř́ıdy C1 na R je podprostorem pro-
storu C(R) (a tedy též podprostorem prostoru F(M)).

Každá funkce tř́ıdy C1 na R je spojitá na R (viz Věta IV.12).
Proto je C1(R) ⊂ C(R). Dále, C(R) je neprázdná množina, protože
konstantńı nulová funkce je tř́ıdy C1. Součet dvou funkćı tř́ıdy C1 je
opět funkce tř́ıdy C1, stejně tak násobek funkce tř́ıdy C1 je funkce
tř́ıdy C1. (To plyne z věty o aritmetice derivaćı – viz Věta IV.13
– a z d̊usledku věty o aritmetice limit – viz Důsledek Věty IV.4.)

6. Množina všech konvergentńıch posloupnost́ı reálných č́ısel (znač́ı
se c) je podprostorem prostoru s všech posloupnost́ı.

c je neprázdná množina, protože konstantńı nulová posloupnost
je konvergentńı. Dále, součet dvou konvergentńıch posloupnost́ı je
konvergentńı posloupnost a násobek konvergentńı posloupnosti je
konvergentńı posloupnost (podle Věty o aritmetice limit, viz Věta
II.4).

7. Množina všech posloupnost́ı reálných č́ısel, které maj́ı limitu 0,
(znač́ı se c0) je podprostorem prostoru c (a také prostoru s všech
posloupnost́ı).

c0 je neprázdná množina, protože konstantńı nulová posloupnost
má limitu 0. Dále, součet dvou posloupnost́ı s limitou 0 je posloup-
nost s limitou 0 a násobek posloupnosti s limitou 0 je posloupnost
s limitou 0 (podle Věty o aritmetice limit, viz Věta II.4).

K lineárńım kombinaćım atp.:

• Definice lineárńı kombinace, triviálńı lineárńı kombinace a netriviálńı
kombinace jsou zcela analogické př́ıslušným definićım z odd́ılu VI.2.

Lǐśı se to pouze v tom, že uvažujeme vektory v obecném vektorovém
prostoru a že koeficienty uvažujeme z množiny K (tj. z R pro reálné
prostory a z C pro komplexńı prostory).

Je opět třeba rozlǐsovat mezi lineárńı kombinaćı (tj. výrazem jistého
tvaru) a jej́ım výsledkem (tj. vektorem, který se dostane výpočtem
výrazu) – viz podrobné vysvětleńı v komentáři k odd́ılu VI.2.

• Pokud V je vektorový prostor nad K a v1, . . . ,vk jsou prvky V , pak
linK{v1, . . . ,vk} je množina všech vektor̊u, které lze vyjádřit jako lineárńı
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kombinaci vektor̊u v1, . . . ,vk, tj. ve tvaru

α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk,

kde α1, . . . αk ∈ K.

• Věta IX.2 ř́ıká, že linK{v1, . . . ,vk} je podprostor prostoru V . Dokažme
to:

Nulový vektor do linK{v1, . . . ,vk} patř́ı, protože

o = 0 · v1 + 0 · v2 + · · ·+ 0 · vk,

tedy dá se vyjádřit jako (triviálńı) lineárńı kombinace vektor̊u v1, . . . ,vk.

Pokud u,v ∈ linK{v1, . . . ,vk}, tj. existuj́ı α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ K,
pro která plat́ı

u = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk,

v = β1v1 + β2v2 + · · ·+ βkvk,

pak

u + v = (α1 + β1)v1 + (α2 + β2)v2 + · · ·+ (αk + βk)vk,

tedy u + v ∈ linK{v1, . . . ,vk}.
Pokud λ ∈ K a u ∈ linK{v1, . . . ,vk}, tj. existuj́ı α1, . . . , αk ∈ K, pro
která plat́ı

u = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk,

pak
λu = (λα1)v1 + (λα2)v2 + · · ·+ (λαk)vk,

tedy αu ∈ linK{v1, . . . ,vk}.

• Dı́ky Větě IX.2 je opravdu smysluplné nazývat linK{v1, . . . ,vk} vekto-
rovým podprostorem generovaným vektory v1, . . . ,vk.

• Obecněji, pokud M ⊂ V je nějaká podmnožina, pak linKM je množina
všech vektor̊u, které lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci nějakých prvk̊u
M .

I tato množina je podprostorem V :
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Pokud u,v ∈M , pak existuj́ı u1, . . . ,uk ∈M , α1, . . . , αk ∈ K, v1, . . . ,vm ∈
M , β1, . . . , βm ∈ K, pro která plat́ı

u = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk,

v = β1v1 + β2v2 + · · ·+ βmvm.

Tedy

u + v = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αkuk + β1v1 + β2v2 + · · ·+ βmvm

lze také vyjádřit jako lineárńı kombinaci nějakých prvk̊u M , tedy u +
v ∈ linK M .

Pokud λ ∈ K a u ∈ linKM , pak existuj́ı v1, . . . ,vk ∈M a α1, . . . , αk ∈
K, pro která plat́ı

u = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk.

Pak
λu = (λα1)v1 + (λα2)v2 + · · ·+ (λαk)vk,

tedy αu ∈ linKM .

Zbývá ukázat, že linKM je neprázdná. Pokud M 6= ∅, pak zřejmě
M ⊂ linKM , a tedy je tato množina neprázdná.

Př́ıpad, kdy M = ∅, je výjimečný. Pak se obvykle definuje linKM =
{o} (jako hodnota

”
prázdné lineárńı kombinace“). To má význam pro

to, aby se v r̊uzných tvrzeńıch nemusel výjimečný př́ıpad vylučovat.

• Jiný pohled na linKM je, že je to nejmenš́ı podprostor V , který obsa-
huje množinu M (pak dává smysl rovnost linK ∅ = {o}).
A opravdu, je to podprostor který obsahuje M . A menš́ı být nemůže,
protože podprostor obsahuje každou lineárńı kombinaci svých prvk̊u.

• Př́ıklady:

1. linR{[0, 0, 1], [1, 0, 0]} v R3 je podprostor

{[a, 0, b] : a, b ∈ R} = {[x, y, z] ∈ R3 : y = 0}.

Důvod je ten, že

a · [1, 0, 0] + b · [0, 0, 1] = [a, 0, b].
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Tedy: Prvky linR{[0, 0, 1], [1, 0, 0]} jsou podle definice právě prvky,
která lze vyjádřit ve tvaru na levé straně. Proto je lze vyjádřit ve
tvaru na pravé straně, a tedy patř́ı do výše uvedeného podpro-
storu.

Obráceně: Prvky výše uvedeného podprostoru maj́ı tvar na pravé
straně. Lze je tedy vyjádřit ve tvaru na levé straně, a proto patř́ı
do linR{[0, 0, 1], [1, 0, 0]}.

2. linR{[0, 0, 1], [0, 1, 0], [1, 0, 0]} = R3:

Každý prvek [x, y, z] ∈ R3 lze zapsat ve tvaru

[x, y, z] = x · [1, 0, 0] + y · [0, 1, 0] + z · [0, 0, 1],

a tedy patř́ı do linR{[0, 0, 1], [0, 1, 0], [1, 0, 0]}.
3. Uvažme prostor C(R) všech reálných spojitých funkćı na R. Pro
n ∈ N ∪ {0} necht’ fn(x) = xn, x ∈ R. Pak fn ∈ C(R) a

linR{f0, f1, . . . , fn}

je podprostor tvořený všemi polynomy stupně nejvýše n.

K lineárńı závislosti, lineárńı nezávislosti a bázi:

• Lineárńı závislost a nezávislost vektor̊u u1, . . . ,um se definuje zcela
analogicky jako v odd́ılu VI.2. (Vektory u1, . . . ,um jsou prvky nějakého
vektorového prostoru, ne nutně Rn, ale jinak je to zcela analogické.)

• Co je zde ovšem nové, je pojem lineárně nezávislé množiny (která může
být nekonečná).

Množina M je lineárně nezávislá, pokud pro každou volbu u1, . . . ,um ∈
M , kde se žádný z vektor̊u neopakuje, je m-tice u1, . . . ,um lineárně
nezávislá.

Jinými slovy: Pokud u1, . . . ,um ∈M jsou r̊uzné prvky a α1, . . . , αm ∈
K jsou taková č́ısla, že

α1u1 + α2u2 + · · ·+ αmum = o,

pak muśı platit α1 = α2 = · · · = αm = 0.

Pokud je množina M konečná, lze napsat jako M = {u1, . . . ,um},
kde se žádný prvek neopakuje. V tom př́ıpadě je množina M lineárně
nezávislá, právě když je m-tice u1, . . . ,um lineárně nezávislá.
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• Př́ıklady:

1. Uvažme prostor C(R) všech reálných spojitých funkćı na R. Pro
n ∈ N ∪ {0} necht’ fn(x) = xn, x ∈ R. Pak fn ∈ C(R).

– Trojice f0, f1, f2 je lineárně nezávislá:
Necht’ α0, α1, α2 ∈ R jsou taková, že α0f0 + α1f1 + α2f2 = o.
Protože o je konstatńı nulová funkce, znamená tato rovnost,
že plat́ı

α0 + α1x+ α2x
2 = 0 pro každé x ∈ R.

Z toho nyńı odvod́ıme, že α0 = α1 = α2 = 0. Ukážeme si dva
postupy:
Postup prvńı: Dosad́ıme několik hodnot x:
Dosazeńım x = 0 dostaneme α0 = 0.
Dosazeńım x = 1 pak dostaneme α1 + α2 = 0 (už v́ıme, že
α0 = 0). Dosazeńım x = −1 dostaneme −α1 + α2 = 0. Z
těchto dvou rovnost́ı vid́ıme, že nutně α1 = α2 = 0.
Postup druhý: Funkce α0 + α1x+ α2x

2 je polynom nejvýše
druhého stupně. Pokud by byl aspoň jeden z koeficient̊u nenu-
lový, pak by tento polynom měl nejvýše dva reálné kořeny. Ale
podle předpokladu je to konstantńı nulová funkce, takže má
nekonečně mnoho kořen̊u. Proto muśı být α0 = α1 = α2 = 0.

– Pro každé n ∈ N ∪ {0} je (n + 1)-tice f0, f1, . . . , fn lineárně
nezávislá.
Necht’ α0, α1, . . . , αn ∈ R jsou taková, že α0f0 + α1f1 + · · ·+
αnfn = o.
Protože o je konstatńı nulová funkce, znamená tato rovnost,
že plat́ı

α0 + α1x+ · · ·+ αnx
n = 0 pro každé x ∈ R.

Funkce α0 + α1x + · · · + αnx
n je polynom stupně nejvýše

n. Pokud by byl aspoň jeden z koeficient̊u nenulový, pak
by tento polynom měl nejvýše n reálných kořen̊u. Ale podle
předpokladu je to konstantńı nulová funkce, takže má ne-
konečně mnoho kořen̊u. Proto muśı být α0 = α1 = · · · =
αn = 0.
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– Množina M = {fn : n ∈ N ∪ {0}} je lineárně nezávislá.
To plyne z předchoźıho bodu: Mějme fn1 , . . . , fnm ∈M r̊uzné
prvky. Necht’ k = max{n1, . . . , nm}. Podle předchoźıho bodu
jsou f0, . . . , fk lineárně nezávislé. Tedy i fn1 , . . . , fnm jsou lineárně
nezávislé.

2. Uvažme prostor s všech posloupnost́ı reálných č́ısel. Pro n ∈ N
necht’ en je posloupnost, jej́ıž n-tý člen je roven 1 a všechny ostatńı
členy jsou nulové.

Tj.,
e1 = 1, 0, 0, 0, 0, 0, . . . ,

e2 = 0, 1, 0, 0, 0, 0, . . . ,

e3 = 0, 0, 1, 0, 0, 0, . . . ,

...

Pak množina {en : n ∈ N} je lineárně nezávislá.

Necht’ totiž n1, . . . , nm jsou r̊uzná přirozená č́ısla a α1, . . . , αm jsou
reálná č́ısla, pro která plat́ı

α1en1 + α2en2 + · · ·+ αmenm = o.

Připomeňme, že o je konstatńı nulová posloupnost. Přitom po-
sloupnost na levé straně má na n1-tém mı́stě č́ıslo α1, na n2-tém
mı́stě č́ıslo α2, a tak dále, až na nm-tém mı́stě má č́ıslo αm. Na
ostatńıch mı́stech má nulu.

Aby se rovnala konstantńı nulové posloupnosti, muśı být α1 =
α2 = · · · = αm = 0.

• Báze vektorového prostoru V (nad K) je taková množina B ⊂ V , která
je jednak lineárně nezávislá a jednak plat́ı linKB = V .

Lze to popsat ještě jinak: B je báze prostoru V , právě když každý
prvek prostoru V lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci nějakých prvk̊u
množiny B, a to právě jedńım zp̊usobem.

Dokažme si to:

⇒: Necht’ B je báze. Podle definice v́ıme, že každý prvek V lze vyjádřit
jako lineárńı kombinace prvk̊u B. Zbývá ukázat, že to nejde dvěma
r̊uznými zp̊usoby.
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Mějme tedy v ∈ V a předpokládejme, že ho máme vyjádřený jako
lineárńı kombinaci prvk̊u B dvěma zp̊usoby:

v = α1u1 + · · ·+ αnun,

v = β1w1 + · · ·+ βmwm.

Nyńı si rozmysleme, co znamená, že tato dvě vyjádřeńı jsou stejná:
Znamená to, že nenulové koeficienty jsou u týchž vektor̊u, a nav́ıc
jsou tyto koeficienty u daného vektoru stejné.

Předem nev́ıme, zda je mezi seznamy u1, . . . ,un a w1, . . . ,w2

nějaký vztah. Takže vyčleńıme ty vektory, které se v obou se-
znamech opakuj́ı. Dejme tomu, že prvńıch k se v obou seznamech
shoduje a v́ıce již ne. (Přesněji – dejme tomu, že k vektor̊u je
společných pro oba seznamy, pak si vektory můžeme přeuspořádat,
aby to bylo prvńıch k.) Tedy máme:

v = α1v1 + · · ·+ αkvk + αk+1uk+1 + · · ·+ αnun,

v = β1v1 + · · ·+ βkvk + βk+1wk+1 + · · ·+ βmwm.

Odečteńım dostaneme

o = (α1 − β1)v1 + · · ·+ (αk − βk)vk + αk+1uk+1 + · · ·+ αnun

− βk+1wk+1 − . . .− βmwm.

Nyńı si uvědomme, že vektory

v1, . . . ,vk,uk+1, . . . ,un,wk+1, . . . ,wm

patř́ı do B a jsou r̊uzné (to jsme zař́ıdili výše vyčleněńım těch, co
se opakovaly). Protože B je lineárně nezávislá, muśı tato lineárńı
kombinace být triviálńı, tedy

α1 = β1, . . . , αk = βk, αk+1 = · · · = αn = βk+1 = · · · = βm = 0.

No, a to přesně znamená, že ona dvě vyjádřeńı, s nimiž jsme začali,
se shoduj́ı.

⇐: Předpokládejme, že každý prvek V lze vyjádřit právě jedńım zp̊usobem
jako lineárńı kombinaci nějakých prvk̊u B. Ukážeme, že B je báze.
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To znamená, že B splňuje dvě podmı́nky z definice báze. Plat-
nost druhé podmı́nky (že každý prvek V lze vyjádřit jako lineárńı
kombinaci prvk̊u B) je zřejmá. Rozmysleme si, že B je lineárně
nezávislá. Kdyby nebyla, pak najdeme netriviálńı lineárńı kombi-
naci (r̊uzných) prvk̊u B, jej́ımž výsledkem je nulový vektor. Pak
by ale nulový vektor bylo možné vyjádřit dvěma r̊uznými zp̊usoby
– t́ım právě zmı́něným a pak jako triviálńı lineárńı kombinaci. To
je ovšem spor s předpokladem.

• Uvedená charakteristika – báze jako taková množina, že každý vektor
lze jediným zp̊usobem vyjádřit jako lineárńı kombinaci, ukazuje hlavńı
motivaci pro zabýváńı se bázemi.

Umožňuje nám totiž prvky prostoru popsat pomoćı
”
souřadnic“ v̊uči

bázi.

• Př́ıklady:

1. {[1, 0, 0], [0, 1, 0], [0, 0, 1]} je báze prostoru R3.

Každý prvek [x, y, z] ∈ R3 lze totiž vyjádřit jako

[x, y, z] = x · [1, 0, 0] + y · [0, 1, 0] + z · [0, 0, 1]

a toto vyjádřeńı je zřejmě jednoznačné.

2. Uvažme prostor C(R) všech reálných spojitých funkćı na R. Pro
n ∈ N ∪ {0} necht’ fn(x) = xn, x ∈ R. Pak fn ∈ C(R).

Množina {fn : n ∈ N∪{0}} je lineárně nezávislá, ale neńı to báze
prostoru C(R), protože všechny prvky linR{fn : n ∈ N ∪ {0}}
jsou polynomy, ale ne každá spojitá funkce je polynom (např́ıklad
funkce ex, sinx, |x| a řada daľśıch jsou spojité na R, ale nejsou to
polynomy).

Nicméně množina {fn : n ∈ N ∪ {0}} je báze prostoru všech po-
lynomů.

3. Uvažme prostor s všech posloupnost́ı reálných č́ısel. Pro n ∈ N
necht’ en je posloupnost, jej́ıž n-tý člen je roven 1 a všechny ostatńı
členy jsou nulové (viz výše).

Pak množina {en : n ∈ N} je lineárně nezávislá, ale neńı to báze
prostoru s. Důvod je ten, že každá posloupnost z linR{en : n ∈ N}
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má jen konečně mnoho nenulových člen̊u. Takže třeba konstantńı
posloupnost samých jedniček nelze vyjádřit jako lineárńı kombi-
naci prvk̊u této množiny.

Nicméně množina {en : n ∈ N} je báźı podprostoru

c00 = {{xn} ∈ s : ∃n0 ∀n ≥ n0 : xn = 0}.

K Větám IX.3 a IX.4 a dimenzi prostoru:

• Bod (i) Věty IX.3 ř́ıká předevš́ım, že každý vektorový prostor má bázi.

Toto tvrzeńı se dokazuje z druhé části bodu (i) – z toho, že každou
lineárně nezávislou množinu lze doplnit na bázi. Pokud toto v́ıme,
stač́ı zač́ıt s prázdnou množinou (která je z triviálńıch d̊uvod̊u lineárně
nezávislá) a tu doplnit na bázi.

• Druhá část bodu (i) o doplněńı lineárně nezávislé množiny na bázi
vycháźı z pozorováńı, že báze je

”
maximálńı lineárńı nezávislá množina“.

To jest, B je báze, právě když je lineárně nezávislá a už k ńı nelze přidat
žádný daľśı vektor tak, aby z̊ustala lineárně nezávislá.

Toto plyne z následuj́ıćıho tvrzeńı:

Necht’ B ⊂ V je lineárně nezávislá a v ∈ V . Pak v /∈ linKB, právě
když B ∪ {v} je lineárně nezávislá.

Z toho vycháźı následuj́ıćı naivńı postup hledáńı báze:

Začneme s lineárně nezávislou množinou M a postupujme podle algo-
ritmu:

Je linKM = V ? Hotovo, M je báze.

Najdeme prvek v ∈ V \ linKM

Přidáme vektor
v do množiny M

ANO

NE
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Pokud po konečně mnoha kroćıch budeme hotovi, našli jsme bázi.

Pokud konečně mnoho krok̊u nestač́ı, pak si lze představit, že tento
algoritmus aplikujeme nekonečně krát a stále dál. Ze základńıch prin-
cip̊u teorie množin pak plyne, že nakonec dojdeme k ćıli. (Detaily
vysvětlovat nebudeme, neńı to snadné).

• Tak třeba výše uvedenou množinu {en : n ∈ N} lze doplnit na bázi
prostoru s a množinu {fn : n ∈ N ∪ {0}} lze doplnit na bázi prostoru
C(R). Ale tyto báze nemaj́ı žádný jednoduchý či konstruktivńı popis –
jejich existence plyne ze základńıch princip̊u teorie množin.

• Bod (ii) Věty IX.3: Naznač́ıme d̊ukaz pro př́ıpad, že báze je konečná:

Ukážeme si pomocné tvrzeńı: Necht’ prvky u1, . . . ,un tvoř́ı bázi prostoru
V . Pak v prostoru V neexistuje (n+1)-tice lineárně nezávislých vektor̊u.

Pokud u1, . . . ,un tvoř́ı bázi prostoru V , pak pro každé v ∈ V existuj́ı
jednoznačně určené koeficienty v1, . . . , vn ∈ K, že

v = v1u1 + v2u2 + · · ·+ vnun.

Předpokládejme, že v1, . . . ,vn+1 jsou lineárně nezávislé. Pro každé j ∈
{1, . . . , n+ 1} uvažme vyjádřeńı

vj = vj1u1 + vj2u2 + · · ·+ vjnun.

Nyńı je třeba si uvědomit, že vektory

[v11, . . . , v
1
n], [v21, . . . , v

2
n], . . . , [vn+1

1 , . . . , vn+1
n ]

jsou lineárně nezávislé v Kn. Neboli matice
v11 . . . v1n
v21 . . . v2n
...

...
...

vn+1
1 . . . vn+1

n


má hodnost n + 1. To ale neńı možné, protože má jen n sloupc̊u (viz
odd́ıl VI.2).

To dokončuje d̊ukaz pomocného tvrzeńı.
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Z tohoto pomocného tvrzeńı již plyne bod (ii): Mějme tedy bázi B1 o
n prvćıch a jinou bázi B2. Podle pomocného tvrzeńı B2 nemůže mı́t
v́ıce než n prvk̊u. Má tedy nejvýše n prvk̊u, označme jejich počet m.
Pak máme nějakou bázi o m prvćıch, a tedy podle pomocného tvrzeńı
jiná báze (např́ıklad B1) nemůže mı́t v́ıce než m prvk̊u. Tedy n ≤ m i
m ≤ n, neboli m = n.

• Bod (ii) Věty IX.3 tedy ř́ıká, že počet prvk̊u báze vektorového prostoru
je jednoznačně určen. Tomuto počtu se ř́ıká dimenze prostoru a znač́ı
se dimV .

Extrémńı př́ıpad je dimenze 0 – to nastává pro triviálńı vektorový pro-
stor {o} – za jeho bázi považujeme prázdnou množinu.

Prostor Rn či Cn má dimenzi n.

Nekonečnou dimenzi má např́ıklad prostor C(R) nebo s.

• Větička IX.4 slouž́ı ke zjednodušeńı d̊ukazu, že dané prvky tvoř́ı bázi.
Podle definice v́ıme, že je třeba ověřit dvě podmı́nky – lineárńı nezávislost
a podmı́nku linKB = V . Tato větička ř́ıká, že pokud je vektor̊u správný
počet (a ten je přirozené č́ıslo), pak stač́ı ověřit jednu z podmı́nek. Toto
oceńıme zejména v Matematice IV.

Důkaz:

(i): Pokud v1, . . . ,vn jsou lineárně nezávislé, pak množinu {v1, . . . ,vn}
lze podle Věty IX.3(i) doplnit na bázi. Protože dimV = n, muśı
mı́t tato báze n prvk̊u. Tedy již {v1, . . . ,vn} je báze.

(ii): Předpokládejme, že linK{v1, . . . ,vn} = V .

Pak najdeme bázi prostoru V , která je obsažena v množině {v1, . . . ,vn}.
Stač́ı totiž vźıt minimálńı podmnožinu B ⊂ {v1, . . . ,vn}, která
splňuje linKB = V . Tu najdeme tak, že přebytečné vektory po-
stupně vypust́ıme. Algoritmus je schematicky znázorněn na obrázku:
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B := {v1, . . . ,vn}

k := 1

Je linK(B \ {vk}) = V ?

Je k = n?

Hotovo.

k := k + 1

B := B \ {vk}

NE

ANO

NE

ANO

VýslednáB je pak lineárně nezávislá (žádný z vektor̊u nelze vyjádřit
jako lineárńı kombinaci ostatńıch – jinak by takový vektor bylo
možné vynechat), a tedy je to báze V .

Protože ovšem dimV = n, muśı mı́t B n prvk̊u, a tedy B =
{v1, . . . ,vn}.

• Pokud máme vektory v1, . . . ,vk ∈ Kn, už známe algoritmus pro na-
lezeńı báze podprostoru linK{v1, . . . ,vk}: Naṕı̌seme si vektory jako
řádky do matice (typu k×n). Tu převedeme elementárńımi řádkovými
úpravami na schodovitou matici. Pak nenulové řádky této schodovité
matice tvoř́ı bázi.
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