Komentar k oddilu VIII.5 — zobecnény Riemannuv integral

Celkové poznamky ke smyslu a tcelu tohoto oddilu:

e Jak bylo vysvétleno jiz v oddilu VIII.1, ur¢ity integral ma geomet-
ricky vyznam obsahu plochy pod grafem a pouziva se napiiklad ve
fyzikalnich ¢i ekonomickych modelech. Naptiklad k urc¢eni prumeérné
hodnoty néjaké veliciny za urceny casovy interval.

e Nevyhodou Riemannova integralu jsou velmi restriktivni pozadavky
na jeho existenci — aby viubec mélo smysl ho uvazovat, musime mit
omezenou funkci definovanou na uzavieném intervalu.

e V aplikacich se ovSem prirozené setkavame s funkcemi definovanymi na
otevieném intervalu, a to i neomezenymi. I pro takové funkce muze mit
dobry smysl obsah plochy pod grafem.

e Ilustrujme si to na piikladu (trochu umélém, ale ndzorném; piirozenéjsi
priklady budou pozdéji).

Uvazme funkci f : (0, +00) — R definovanou vzorcem

1
f(z) =on TE€ (n—1,n),n € N.

Graf (samoziejmeé jen jeho ¢&st) je nacértnut na obrézku:
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Plocha pod grafem je tvorena nekonetné mnoha obdélniky, z nichz
nékteré jsou vyznaceny na nasledujicim obrazku.
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Téchto obdélniku je nekoneéné mnoho, vodorovné strana kazdého z
nich ma délku 1, svisla strana n-tého obdélniku ma délku 2%

Proto obsah plochy pod grafem je prirozené interpretovat jako soucet
obsahu vSech zminénych obdélniku, tedy jako soucet nekonecné rady

ik%zl.

n=1
e Uvedeny priklad ilustruje, ze i plocha pod grafem funkce definované na

neomezeném intervalu muze byt dobfe definované konecné ¢islo.

Priklad je vytvoren pomoci konvergentni fady. A podobné, jako je
soucet nekonecné tady definovan jako limita posloupnosti ¢astecnych
souctu, i integral pres otevieny (tFeba neomezeny) interval budeme de-
finovat pomoci limity jistych ,¢astecnych integralu®.

K definici zobecnéného Riemannova integralu a souvisejicim lem-
matim

e Vyznam Lemmatu VIII.22: Toto lemma se tyka pouze Riemannova
integralu.

Jeho hlavnim smyslem je ukézat, ze zobecnény Riemannuv integral
opravdu zobecnuje Riemannuv integral.

e Dukaz Lemmatu VIII.22:

Predpokladdme, ze f ma Riemannuv integral pres (a, b).



Ze samotné definice Riemannova integralu plyne, ze f je omezend na
intervalu (a, b). Tedy existuje ¢islo M > 0, ze pro kazdé x € (a,b) plati
f(z)] < M.

Déle pouzijeme Vétu VIIL.3. Podle jejiho bodu (i) ma f Riemannuv
integral ptes kazdy uzavieny podinterval.

Navic muzeme pocitat (uvaddime body Véty VIIL.3, z nichz jednotlivé
kroky plynou):

/abf_/:f /;f’wﬁ)/j\f\(?/:M:M(:v—a)mﬂOv

y AR b b - ) : ,
coz znamend, ze lim, ,qy [ f = [ f, coz je prvni ze slibovanych rov-
nosti.

+

(0),5)

Druha se dokaze analogicky.

Vypocet a odhady jsou ilustrovany na néasledujicim obrazku — odhadu-
. b b T

Jemefaf—fxf:fa f.

i b
Vyznam Lemmatu VIII.23: Toto lemma predevsim tika, ze dédle uve-
dena definice zobecnéného Riemannova integralu ma dobry smysl.

Dukaz Lemmatu VIII.23:

Krok 1: Pokud pro néjaké ¢ € (a,b) je vyraz lim, . f: fAHlimg fc‘r f
definovan, pak f mé Riemannuv integral pres kazdy interval («, 5) C
(a,b).

To, ze onen vyraz je definovan, znamena, ze obé limity existuji a
jejich soucet ma smysl. V tomto kroku pouzijeme jen to, ze obé
limity existuji.



Vime, Ze existuje limita lim, .. f: f. To specialné znamena, ze
existuje takové 0 € (a,c), ze pro x € (a,0) je f:f definovano, tj.
f mé Riemannuv integral pres interval (x,c).
Podle Veéty VIIL.3(i) vime, ze z existence Riemannova integralu
pres néjaky interval plyne existence Riemannova integralu pies
kazdy podinterval. Proto z ptedchoziho odstavce plyne, ze f ma
Riemannuv integral ptes interval (a, ¢) pro kazdé o € (a,c).
Zcela stejné z toho, ze existuje limita lim, ., fcx f, odvodime, ze
f ma Riemannuv integrél pres interval {(c, ) pro kazdé g € (c,b).
Zkombinujeme-li zavéry predchozich dvou odstavei s Vétou VIIL3(ii),
vidime, ze f mé Riemannuv integral ptes interval (o, §) pro kazdé
a € (a,c) ap e (cbh).
Protoze kazdy uzavieny podinterval intervalu (a,b) je obsazen v
nékterém z intervalu popsanych v prechozim odstavci, ma f Ri-
emannuv integral pres kazdy uzavieny podinterval (a,b), coz do-
koncuje dukaz prvniho kroku.

Krok 2: Necht c,d € (a,b). Pak plati rovnost

c T d T
li li =1l li
dun [ [t [ [
pokud je alespon jedna ze stran rovnosti definovana.

Pokud je aspon jedna strana definovana, pak podle Kroku 1 ma f
Riemannuv integral pres kazdy uzavieny podinterval (a,b). Proto
vsechny Riemannovy integraly, se kterymi budeme ve zbytku dikazu
pracovat, jsou definovany.

Predpokladejme, ze ¢ < d.
Pak pro x > d podle Véty VIIL.3(ii) plati (viz prvni obrazek nize):

/mfz/df+/;f,
tedy C C
o [ ([ [ )= [rom [1 o

podle véty o aritmetice limit. Rovnost plati, pokud aspon jedna z
limit existuje (véta o aritmetice limit lze pouzit obéma smeéry).
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Podobneé pro x < ¢ podle Véty VIIL.3(ii) plati (viz druhy obrézek
vyse):
d c d c d d
[r= e[ty [ 1= ][+
tedy
d d d
lim f_hm(/f—/f)z—/f—i-hm/f k)
r—a+ r—a+ z c c T—

podle véty o aritmetice limit. Rovnost plati, pokud aspon jedna z
limit existuje (véta o aritmetice limit lze pouzit obéma smeéry).
Pokud se¢teme rovnosti (x) a (x%), dostaneme pfesné tu rovnost,
kterou jsme chteli dokézat.

e Definice zobecnéného Riemannova integralu: Zobecnény Riemannuv
integrél funkce f pres interval (a,b) definujeme vzorcem z Lemmatu
VIII.23, pokud je onen vyraz definovan.

Zobecnény Riemannuv integral nezavisi na volbé bodu ¢ — to je presné
obsah Lemmatu VIII.23.

e Zobecnény Riemannuv integral skute¢né zobecnuje Riemannuv integral.
Svédéi o tom Lemma VIII.22. Pfedpoklédejme totiz, ze f ma Rie-
mannuv integrél pres (a,b). Zvolme ¢ € (a,b). Pak plati:

<R>/afvm‘°’“ ) [ e /f

VI i () [+ i )/:fZ(ZR)/abf,

kde symboly (R) a (ZR) zduraziujeme Riemannuv a zobecnény Rie-
mannuv integral.



e Zobecnény Riemannuv integral existuje, pokud existuji prislusné limity
a jejich soucet je definovan.

Pricemz soucet neni definovan, kdyz jedna z limit je —oc a druhd o0,
v ostatnich pripadech definovén je.

Zobecnény Riemanntuv integral muze byt roven i 400 nebo —oo.

Priklady uvidime brzy.
K Véte VIIIL.25:

e Tato véta davad metodu vypoctu zobecnéného Riemannova integralu
pro spojité funkce.

Zaroven nam dava postup, jak zjistit, zda zobecnény Riemannuv in-
tegral existuje.

e Dukaz véty:
Véta plyne z definice zobecnéného Riemannova integralu a Véty VIIL9:

Plyne to z nasledujiciho vypoctu. Zvolme ¢ € (a,b). Pak

/f_wlgg/f%—hm/f

VI Yim (F(c) — F(z)) + lim (F(z) — F(c))

x~>a+ r—b—

= F(e) =~ lim F(z) + lim F(z) = F(e)

r—a+

= lim F(z)— lim F(x).

r—b— r—a+

Pricemz rovnosti plati, pokud je aspon jedna strana definovana.
Podrobnéji:

Predpokladejme, Ze existuje zobecnény Riemannuv integral. Prvni rov-
nost je jeho definice — limity existuji a jejich soucet ma smysl.

Podle Vety VIIL9 lze Riemannovy integraly vyjadrit jako ptirustky
primitivni funkce, tedy opét prislusné limity existuji a jejich soucet je
definovan.

Protoze F'(c) je konstanta, lze vyraz ekvivalentné upravit podle véty o
aritmetice limit, ¢imz dostaneme piislusny rozdil limit.



Obracené: Je-li definovan rozdil limit na pravé strané, muzeme ipravy
délat zpétné, opét pouzit vétu o aritmetice limit a Vétu VIIL.9, az
dostaneme definujici vyraz pro zobecnény Riemannuv integral.

e Neékolik prikladu ilustrujicich pouziti Véty VIII.25:

1

— kud o > —1
1. folxadx: e ’

+o0o  pokud a < —1.

Pro a = —1 je vypocet nésledujici:

1
1 . .
/0 - dz = [log z]) = Jim loga — mll)r& logz =0 — (—o0) = +00.
Pouzili jsme skutecnost, ze primitivni funkei k funkci % na in-
tervalu (0,1) je funkce logz, Vétu VIIL.25 a znalosti o prubéhu
funkce logaritmus.

Pro a # —1 vypocet vypada takto:

0 Pro a+1>0

1 atl 1l atl atl| 400 Pro a+1<0
oY X . T . A
z%dx =
0

a+1 -

im — lim
0 z—=1— o + 1 z—=0+ v + 1
—_————

1
T a1l

1 _ 1
_{a_ﬂ_o_a_ﬂ pro a > —1,

- —5 — (—00) =400 proa < -1.
Opét jsme pouzili znalost primitivni funkce, Vétu VIII.25, prubéh

funkce ! a vétu o aritmetice limit.
Poznamenejme, ze pro a < 0 je funkce z® neomezend na (0,1)
(mé v nule zprava limitu +o00), a tedy pro a € (—1,0) médme

neomezenou funkci, jejiz integrél je konecny.
1
00 —— okud a < —1,
2. f1+ r*dr = ot P
+00 pokud a > —1.
Pro a = —1 je vypocet nésledujici:

+00 1
/ - dr = [logx]{™ = lim logz— hm+ logz = +00—0 = +00.
1

r—~400 r—1



Pouzili jsme skutecnost, ze primitivni funkei k funkci % na inter-
valu (1,+00) je funkce logxz, Vétu VIIL.25 a znalosti o prubéhu
funkce logaritmus.

Pro a # —1 vypocet vypada takto:

0 Pro a+1<o

+00 Ia+1 +o0 xa+1 —>+oo Pro a+1>0 ZZ'OH_l
x¥dx = = lim — lim
1 a+1], z—4o0 v + 1 =1+ o+ 1
—_———

T a4+l

[ o<
400 — == =+4+00 proa > —1.

Opét jsme pouzili znalost primitivni funkce, Vétu VIII.25, prubéh
funkce %! a vétu o aritmetice limit.

Poznamenejme, ze pro o < —1 je a+ 1 < 0, a tedy —a+r1 > 0.

“+o00 . .
. Jo 7 cos x dx neexistuje.

Duvod je ten, ze primitivni funkce k funkci cosz je sinz, a ta
nema limitu v +o0.

: fj;o x dz neexistuje.
Kdyz se pokusime o vypocet podle Véty VIII.25, dostaneme

+oo 27 too 2 2
/ x%:F} Cdm L hm D
_ 2 Tr—400 2 T——00 2

N——

o0

a rozdil na pravé strané neni definovan.

eroo 1 —
CJ—co 2241 T

Podle Vety VIII.25 pocitejme:

. 211 = |arctg xr|_ —xirj{looarc gx I_1>r_nooarc g
™ ™




K Véte VIII.24:

e Tato véta shrnuje nékolik zakladnich vlastnosti zobecnéného Rieman-
nova integralu, které jsou vcelku intuitivni.

Véta plyne z analogickych vlastnosti Riemannova integralu (shrnutych
ve Vétée VIIL.3), definice zobecnéného Riemannova integrdlu a vét o
limitach funkci.

Probereme postupné jednotlivé body. Budeme ptedpokladat, ze f a g
jsou dvé funkce, které maji zobecnény Riemannuv integral ptes (a,b).
Zaroven zvolme pevné ¢ € (a,b).

e Bod (i) byl dokazén vyse jako prvni krok dukazu Lemmatu VIII.23.

e Bod (ii): Piipad o = 0 je zfejmy (funkce O - f je konstantni nulova
funkce a ta ma nulovy integral).

Predpokladejme, ze a € R\ {0}. Pak mame
b c T
/aleim ozf—i—hm/afvnmn lim a/f+lima/f
a r—a+ T—a+ - r—b— c

oty ooty [1=af's

Prvni rovnost vychazi z definice zobecnéného Riemannova integralu
(je-li vyraz vpravo definovan), druhd rovnost z vlastnosti Riemannova
integrdlu a ve tfet{ jsme pouzili vétu o aritmetice limit (je-li vyraz
vpravo definovan, coz ovSem je, protoze a # 0 a f mé& zobecnény
Riemannuv integrél pie (a,b)).

e Bod (iii) se dokéze podobnym vypoctem:

/ab(f+g)= im [ (F+9)+ lm [ (f+9)
e ([ ) ([

2 Jim f+ lim g+ hm/ f+ lim g

z—a+ J . r—a+ r—b—

Ny C



Prvni rovnost vychazi z definice zobecnéného Riemannova integralu
(je-li vyraz vpravo definovan), druhd rovnost z vlastnosti Riemannova
integrédlu a ve tfet{ jsme pouzili vétu o aritmetice limit (je-li vyraz
vpravo definovan, coz ovsem je, protoze f a g maji zobecnény Rie-
mannuv integral pres (a,b) a soucet téchto integralu je definovén).

Bod (iv) plyne z Véty VIIL.3(iv) a véty o limité a nerovnostech (Véta
IV.5(ii)):
Necht f > g na (a,b). Pak

b c T
\/a f - mlir(gr /x f + a:ligl— \/c f
~—

——
> [g dle VIIL3(iv) > [ g dle VIIL3(iv)

1V.5(ii)
> lim g—l— hm / g= /
r—a+

Bod (v):

Protoze f ma zobecnény Riemannuv integral pres (a, b), mé Riemannuv
integral pres kazdy uzavieny podinterval {(«, 5) C (a,b).

Podle Véty VIIL3(v) mé i funkce |f| Riemannuv integral pfes kazdy
uzavieny podinterval (a, 8) C (a,b).

Specidlné, pro kazdé = € (c,b) existuje Riemannuv integral ff |f].
Navic, funkce

x|—>/|f\ x € (¢,b)

je neklesajici. Pokud totiz x; < x5, pak

/cx2|f|=/;1|f|+/:2|f|Z/jl|f|,
& —

protoze |f| > 0 (pouzivame vlastné bod (iv)).

Podle véty o limité monoténni funkce existuje tedy

lim/ f] € RU {+00}.
z—=b— /.
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Podobné pro kazdé = € (a,c) existuje Riemannuv integral f: |f| a
funkce

m/cm, r € (a0)

je nerostouci. Podle véty o limité monoténni funkce existuje tedy

lml/mU|eRu{+m&

r—a+

b c T
L= [+ i [

existuje, protoze obé limity existuji a jejich soucet je definovan (zadna
z nich nemuze byt —o0).

Tedy

Proto ma |f| zobecnény Riemannuv integral pres (a,b).
Nerovnost pak plyne z nerovnosti —|f| < f < |f| s pouzitim bodu (iv)
a (ii), stejné jako tomu bylo ve Vété VIIL.3.

e Poznamka: f: | f| muze byt +oo i v pripadé, ze f: f je konecny. Piiklad
neni uplné jednoduchy.

K Veété VIII.26:

e Tato véta je verzi Véty VIII.16 pro zobecnény Riemannuv integral.
Z Véty VIIIL16 ji lze téz dokazat.

Piinosem této véty je (mimo jiné) zjednoduseni vypoctu uréitého in-
tegralu pri vicenasobném pouziti metody per partes, jak si ukazeme na
prikladech nize.

e Dukaz:

Z predpokladu plyne, ze funkce f¢' je spojita na intervalu (a,b), ma
tedy na tomto intervalu primitivni funkci (Véta VIIL.8).

Necht A je néjakd primitivn{ funkce k f¢’ na intervalu (a,b). Pak podle
Veéty VIIIL.16 je funkce

Jg—nh

primitivni funkei k funkei f'g na (a, b).
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Podle Véty VIII.25 pak plati

b
/ flg=1[fg—hl,

pokud je zobecnény prirustek na pravé strané definovan.

Upravme si tento zobecnény prirustek:

[Fg = bl = lim (f()g(x) — h(x)) ~ lim (f(@)g(x) — h(x))

b— r—a+

AL im f(x)g(z) — lim h(z) — lim f(z)g(x)+ lim h(z)

r—b— r—b— r—a+ r—a+

=[folb = [l =1[folt— | fd.

Prvni rovnost je definice zobecnéného piirustku (a plati za predpokladu,
ze limity vpravo existuji a jejich rozdil je definovan.

Druha rovnost je dusledkem véty o aritmetice limit a plati za predpokladu,
Ze vyraz na pravé strané je definovan.

Tteti rovnost je pouze prepisem vyrazu pomoci zobecnénych ptirustku.

Posledni rovnost je dusledkem Véty VIIL.25 a plati za predpokladu, ze
prava strana je definovana.

Prava strana ovsem definovéna je podle predpokladu véty. Proto vSechny
uvedené rovnosti opravdu plati a dukaz je hotov.

e Priiklady uziti:

1.

z)=sinz g(z
f(x)=—cosz ¢ (z)=2x

/ x?sinz dx = [—2% cos z]] —/ (—2x cosx) dx
0 (=) (z)=a? 0

— —7T2COS7T—O+/ 2x cosx dx
0

= 7T2—|—[2:L‘sinx]g—/ 2sinz dx
f'(x)=cosz g(z)=2z —— 0
f(x)=sinz g¢'(x)=2 =0—0=0

=n% —[2cosz]f = 7% — (=2 (=1) = (=2)- 1) = m*—4.
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2. f0+°o z"e " dx = n! pron € N U{0}.

Dokézeme to matematickou indukei.

Pro n =0 je zfejmé

/+OO e Pdr =[—e"|f* = lim (—e*)— lim (—e ) =0—(=1) =1 =0

r—~00 r—0+

Pokud vzorec plati pro n, pak

+o0o +o0

2" Mne ™ dx = —ge |t —/ n+ Dax"(—e ") dx

/0 Fl@)=e=  g(x)=an+! [ Jo 0 ( 7 )
f(@)=—e"" ¢'(z)=(n+1)z"

= lim — lim
r—+oo e~r rz—+oo et

+o0
+(n+1) / e = (n+1)!
0

—_—
=n! dle ind. pf.

=0 =0

e Poznamka: Vsimnéme si, jak pouziti metody per partes pro urcity in-
tegral zjednodusi vypocet. Kdybychom v predchozich piikladech nej-
prve pomoci metody per partes (v prvnim piikladé opakované dvakrat,
ve druhém pripadé n-krdt) spocitali primitivni funkeci a teprve pak
pouzili Vétu VIIL.25, dosli bychom k témuz vysledku, ale delsim a

N

K Veéte VIIIL.27:

e Tato véta je verzi Véty VIIL.15 pro urcity integral.

Ptinosem je mj. zjednoduseni vypoctu uréitych integrala, jak ilustru-
jeme pozdéji.

e Ve vété se vyskytuje absolutni hodnota |¢'|. Z predpokladu plyne, ze
bud je na celém intervalu (a, 3) je ¢’ > 0 nebo je na celém intervalu
¢’ < 0—podle toho, zda je ¢ rostouci nebo klesajici. Lze to tedy chapat,
jako dvé verze véty zapsané najednou.

e Véta je formulovana za predpokladu, ze alespon jeden z integralu exis-
tuje. To znamend, Ze ji lze pouzit obéma sméry — integral na pravé
strané pouzit k vypoctu integralu na levé strané nebo integral na levé
strané pouzit k vypoctu integralu na pravé straneé.

Také se da pouzit k dukazu, ze dany integral neexistuje.
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e Dukaz véty pro piipad, ze ¢ je rostouci:
V tomto piipadé ¢’ > 0 na (a,b), tedy |¢'| = ¢’

Z predpokladu vime, ze funkce f je spojitd na (a, b). Podle Véty VIII.8
mé primitivni funkci. Necht F' je néjaka primitivn{ funkce. Podle Véty
VIIL.25 plati

a

b
/ f=1[F]°, pokud alespoi jeden z vyrazi je definovan. (o)

7 Véty o derivaci slozené funkce plyne, ze F' o ¢ je primitivni funkei k
funkei (f o ) - ¢’ na (a, B). Z predpokladu véty dale plyne, ze funkce
(fop)- ¢ jespojitd na (a, 8). Podle Véty VIIL.25 tedy plati

g
/ (fop)-¢ =[Fogl?, pokud alespoii jeden z vyrazii je definovan.

(00)

Tvrzeni véty je v tomto pripadé tedy ekvivaletni platnosti rovnosti

[F1® = [Fo)?, pokud aspon jeden z vyrazi je definovédn. (oo o)

Zobecnéné prirustky jsou definovany jako rozdil jistych limit. Ukazeme,
ze se v tomto pripadé odpovidaji limity rovnaji.

Konkrétné plati:
zlggl_ F(z) = tgrél_ F(¢(t)), pokud aspon jeden z vyrazu je definovan.
(0
— Predpokladejme, ze vyraz na levé strané je definovan, tj.

lim F(z)=C € R".

r—b—
Protoze ¢ je rostouci na intervalu (¢, 5) a zobrazuje tento interval

na (a,b), plati
lim p(t) =0

t—p—
a navic pro kazdé t € («, 5) plati ¢(t) < b.

Nyni ovséem muzeme pouzit vétu o limité slozené funkce (variantu
pro jednostranné limity s podminkou (P)), a dostaneme, ze

Jim Fp(t) = C.
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— Nyni obracené — predpokladejme, ze vyraz na pravé strané je de-

finovan, tj.

lim F(p(t))=C € R".

t—p—
Protoze ¢ je rostouci na intervalu (o, /) a zobrazuje tento interval
na (a, b), existuje inverzni funkce ¢!, kterd je rostouci na (a, b) a
zobrazuje tento interval na («, [3).
Plati tedy

lim ¢~ (z) = 3

T—b—
a navic pro kazdé x € (a,b) plati ¢~(z) < B.
Pouzitim véty o limité slozené funkce (varianty pro jednostranné
limity s podminkou (P)) dostaneme

lim F(p(e™'())) = C.
T—rb— e —

=F(z)

Tim jsme dokazali tvrzeni (). Zcela analogicky dokézeme

xllglJr F(x) = tEglJr F(p(t)), pokud aspon jeden z vyrazu je definovan.
(o)

Nyni je zfejmé, ze z tvrzeni (OJ) a (OO) plyne tvrzeni (o o o), coz

dokoncuje dukaz tohoto pripadu.

Dukaz véty pro pripad, ze ¢ je klesajici.

V tomto piipadé ¢’ < 0 na (a,b), tedy |¢'| = —¢'.

Zcela stejné jako v predchozim piipadé dokazeme tvrzeni (o) a (oo).

Tvrzeni véty je v tomto piipadé tedy ekvivaletni platnosti rovnosti

[F? = —[Fog]?, pokud aspon jeden z vyrazi je definovan. (o)

Protoze ¢ je klesajici, je lim;5- o(t) = a a lim,_,o4 o~ (x) = .
Proto opét s vyuzitim véty o limité slozené funkce dostaneme

liril F(z) = tlim+ F(¢(t)), pokud aspon jeden z vyrazu je definovan,
r—b— —o

lim F(x) = tlirﬁn F(¢(t)), pokud aspon jeden z vyrazu je definovan,
el

r—a+

Z téchto dvou tvrzeni plyne tvrzeni (o) a dukaz je hotov.

15



e Piiklad pouziti:
Spoctéme f_ll V1—a?dr.

Mame f(z) = 1 —22?a(a,b) = (—1,1). Pouzijeme substituci s pouzitim
funkce

T
t) =sint, t€(—=, ).
olt) =sint, te(-2.7)
Funkece ¢ je rostouci na intervalu (o, ) = (=%, %) a zobrazuje tento
interval na interval (—1,1). Navic
¢'(t) = cost > 0 na (—g, g)

Protoze ¢ je také spojitd na (—7, ), muzeme pouzit Vétu VIIL.27:

™

3
V1 —sin%t - costdt :/ cos® t dt

jus
2

/llmczx:/

:/ )

S 1.
=1 + 7S = <_Z + Zsm(—w)) =

jus
2

SERICTE

[NSE]

2 4

1 L3
—t 4+ —sin 2¢
5 + —sin ]

NE
|
l\Dl B [SIE]

Pii vypoctu jsme pouzili ¢ast vypoctu primitivni funkce k /1 — 22,
ktery byl proveden v oddilu VIIL.3.

Vsimnéme si, Ze nebylo nutné vyjadrovat inverzni funkci k ¢ a pocitat
primitivni funkci k puvodni funkci. Proto byl vypocet jednodussi nez
kdybychom nejprve spoéitali primitivni funkei (jako v oddilu VIIL.3) a
teprve pak pouzili Vétu VIII.25
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