XVI.1 Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty —
— struktura prostoru reseni

e Linearni diferencialni rovnice n-tého fadu s konstantnimi koeficienty je
rovnice tvaru

(*) y(n) + an—ly(n_l) + -+ ary +agy = f(0),

kde ag,...,a,—1 € R a f je funkce spojitd na daném intervalu
(a,b). Je-li funkce f nulova, mluvime o homogenni rovnici.

e Zobrazeni L: y — y™ +a,_1y™ Y + ... + a1y + agy je linearni
zobrazeni prostoru C"(a,b) do prostoru C(a, b).

Véta 1 (o existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht ty € (a,b) a
20,---,2n—1 € R. Pak existuje pravé jedno maximalni reSeni y rovnice
(*), které splnuje podminky

y(to) = 20, y'(to) = 21, ..., y(n_l)(to) = Zp—1-

Toto feseni je navic definovano na celém intervalu (a,b).
Véticka 2.
(i) Maxima&lni feSeni homogenni rovnice jsou definovana na celém R
a tvori vektorovy podprostor prostoru C"(R).
(ii) Necht y, je jedno feSeni rovnice (*). Pak funkcey je jejim resenim,
prave kdyz Ize zapsat ve tvaruy = y,+yn, kde y;, je vhodné reseni
homogenni rovnice.

Véta 3. Dimenze vektorového prostoru vSech maximalnich reseni ho-
mogenni rovnice je rovna n (tedy radu rovnice).

Definice. Bazi prostoru maximalnich feSeni nazyvame fundamentalni
systém feSeni.

XVI.2 Tvar fundamentalniho systému,

rovnice se specialni pravou stranou
Uvazujme rovnici

(**) Y+ an 1y 4 4 a1y + agy =0,

kde ag, . ..,an_1 € R.

Definice. Charakteristickym polynomem rovnice (**) nazyvame polynom

XA =N+ ap_ A" ar )+ ag.



Véta 4 (o tvaru fundamentdlniho systému).  Necht A1,...,\x jsou
vSechny riizné realné koreny charakteristického polynomu x s nasobnostmi

S1y...,8k. Necht a1 + i, o — Pit, ..., oy + Bit, oy — By1 jsou vSechny
rizné imaginarni koreny polynomu Y s nasobnostmi ui,...,u;. Pak
systém
eMt teM?, e ts1-leMt
eAkt’ teAkt, o tsk_leAkt,
et cos Bit, te*tcosfBit, ... t“rTleitcos Byt
1t 1Y 10,
e“tsin Bit, te*tsinfBit, ... t“rle™tsin Bt
et cos Bit, te*tcosBit, ... t“le*tcospit,
e“tsin Bit, te*tsinfyt, ... twleMtsin fit

tvori fundamentalni systém feSeni rovnice (**).

Véta 5 (o rovnicich se specidlni pravou stranou). Uvazujme rovnici
(*) y™ +apay" Y - ay +aoy = f(B),
kde ag,...,a,-1 € R a

f(t) = e - (P(t) cosvt + Q(t) sinvt),

kde u,v € R a P, () jsou polynomy. Potom plati:

(i) Jestlize ¢islo p + iv neni kofenem charakteristického polynomu,
pak existuje feseni rovnice (*) tvaru

yo(t) = et - (R(t) cosvt + S(t)sinvt),
kde R, S jsou polynomy, jejichz stupné jsou nejvyse rovny vétsimu
ze stupnii polynomi P, ().

(ii) Jestlize ¢islo 1+ iv je korfenem charakteristického polynomu a ma
nasobnost m, pak existuje feseni rovnice (*) tvaru

yo(t) = t™elt . (R(t) cosvt + S(t)sinvt),

kde R, S jsou polynomy, jejichz stupné jsou nejvyse rovny vétsimu
ze stupni polynomiu P, ().



