XIV.2 Autonomni diferencialni rovnice

Autonomni rovnici rozumime diferencialni rovnici tvaru

kde g je realna funkce spojita na svém defini¢nim oboru.

Pozorovani. Necht funkce y je feSenim autonomni rovnice na intervalu
(a,b). Pak pro kazdé ¢ € R je funkce y(x) = y(x+c) feSenim téze rovnice
na intervalu (a — ¢, b — ¢).

Véta 1. Kazdé reseni autonomni rovnice je monotonni.

Poznamka. Autonomni rovnice jsou specialni pripad rovnic se sepa-
rovanymi promeénnymi. Daji se tedy reSit podle metody z predchoziho
oddilu, ktera je v tomto pripadé jednodussi.
Véticka 2.  Uvazujme autonomni rovnici y' = ¢(y). Necht funkce
g je kladnd na intervalu (a,b), ¢ € (a,b) je libovolny bod a y je reseni
s hodnotami v (a,b) definované na maximalnim mozném intervalu (t.
jedno z reseni nalezenych v pétém kroku).
(a) Pokud f konverguje a f konverguje (tj. f;é konverguje), je
reseni y deﬁnovano na omezenem intervalu.
(b) Pokud facé diverguje a fcbé konverguje, je reseni y definovano na
intervalu (—oo,T), kde T' € R.
(c) Pokud f konvergUJe a f diverguje, je reseni y definovano na
intervalu (T +00), kde T € R

(d) Pokud f diverguje a f diverguje, je reseni definovano na celém

R.
Poznamky.

(1) Integralem v pfedchozim tvrzeni rozumime zobecnény Riemanniv
integral.

(2) Pokud navic g(b) = 0 a nastane piipad (a) nebo (b), pak lze
feSeni y prodlouzit ,,doprava‘ konstantni funkci rovnou b. Analog-
icky lze y prodlouzit ,doleva“ konstatni funkci rovnou a, jestlize
g(a) = 0 a nastane piipad (a) nebo (c).

(3) Analogické tvrzeni plati, pokud g je zdporna na (a,b).



Véta 3. Necht a,b € R, a < b. Necht g je funkce spojita a kladna na
intervalu {(a,b).

(1) Pokud ma funkce g v bodé b zleva nenulovou limitu, pak f:%
konverguje.

(2) Pokud existuje takové o < 1, Ze existuje nenulova limita liril (bg—(ga ,
x—b—

pak ffé konverguje.
(3) Pokud navic g(b) = 0 a existuje vlastni derivace g’ (b), pak f: é
diverguje.
Véta 4. Necht a € R a necht g je funkce spojita a kladna na intervalu
(@, +00).

(1) Pokud existuje takové a > 1, Ze existuje nenulova limita lim gg) ,
xr—r o0

pak f;oo % konverguje.

(2) Pokud existuje vlastni limita lim @, pak fa+oo L diverguje.
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Poznamka Analogie Vét 3 a 4 plata i pro intervaly (b,a) a (—oo, a).

Dusledek. Necht g je realna funkce, ktera ma v kazdém bodé svého
defini¢niho oboru vlastni derivaci. Pak pro kazdé xy € R a kazdé y, €
D, existuje pravé jedno maximalni feSeni y rovnice y' = g(y) sphiujici
podminku y(xg) = yo.



