Komentar ke Kapitole XIII: Diferencialni rovnice — zakladni po-
jmy:

e Diferencialni rovnice je rovnice, v niz neznamou je néjaka funkce a v
niz se vyskytuji hodnoty nezndmé funkce a hodnoty jejich derivaci.
Priklady diferencialnich rovnic:

y' =y +ty=a+1,
y Wy +y =0,
y' — siny = cos z.

e Piesnd formulace: Diferencidlni rovnice je rovnice tvaru

F(y™,y" Y,y y,2) =0, (*)
kde F je redlnd funkce n + 2 proménnych.
Pro vyse uvedené piiklady ma funkce F' tvar
F(z1,29,23,24) = 11 — X9 + T3 — x4 — 1,
F(xy,...,x¢) =21 - T3 + 4,

F(x1,x9,23) = o7 — sinxy — cos x3.

e Rad diferencidlni rovnice je fad nejvyssi derivace, ktera se v rovnici
vyskytuje.
Prvni z vyse uvedenych rovnic je druhého tadu, druhd je ¢tvrtého radu
a treti je prvniho radu.

e Resenim diferencialni rovnice je funkce definovana na néjakém otevieném
intervalu, ktera v kazdém bodé tohoto intervalu rovnici spliiuje.

Ptesnd formulace pro vyse uvedeny obecny tvar diferencialni rovnice:
Resenfm diferencialni rovnice () je funkce y definovani na néjakém
otevieném intervalu I, kterda ma v kazdém bodé intervalu I vlastni
n-tou derivaci a splnuje

Ve e I: F(y™(z),y™V(x),....y(x),y(x),z) = 0.

Resenim prvni z uvedenych rovnic je napiiklad funkce

ylx)=z+2, zeR.



Ovérme to: V tomto piipadé plati ¢/(z) =1 a y”(x) = 0, tedy
y'(x) =y (z)+ylx) =0—-1+2+2=2+1.

Resenfm druhé z uvedenych rovnic je napiiklad libovolna konstatni
funkce definovana na R.

Reseni je, koneckoncu jako kazda funkce, uréeno svym definicnim obo-
rem (otevienym intervalem) a pak funkénim predpisem.

Pokud mame feseni y definované na intervalu I, pak jeho prodlouzenim
rozumime fesen{ definované na vétsim intervalu (na intervalu J 2 T),
které se na intervalu I shoduje s y (tj. které prodluzuje y).

Dulezitym piipadem jsou maximalni feSeni — ta, co nemaji uz zadné
prodlouzeni.

Napiiklad feseni, kterd jsou definovdna na celém R (tfeba ta vyse
zminénd), jsou maximéalni. To je zfejmé — evidentné je nelze prodlouzit.
Neni to jedind moznost, jak uvidime na mnoha ptikladech béhem se-
mestru.

Vyznam diferencialnich rovnic a jednotlivych ¢lenu v nich:

Jednim z castych pouziti diferencidlnich rovnic je modelovéani ¢asového
vyvoje néjaké veliciny.

V tomto ptipadé proménnd x oznacuje cas.

Hodnota y pak oznacuje aktudlni stav zkoumané veli¢iny (hodnotu
veli¢iny v case x).

Prvni derivace pak zachycuje rychlost zmény veliciny y (ve fyzice jde
o rychlost). V tom je zahrnuto, zda veli¢ina roste ¢ klesa i jak rychla
tato zména je.

Druhé derivace zachycuje rychlost zmény rychlosti zmény (ve fyzice se
mluvi o zrychleni). Napiiklad, pokud veli¢ina roste, pak druhé derivace
fika mj., zda rust zpomaluje ¢i zrychluje.



e Neékolik prikladu diferencialnich rovnic modelujicich néjaky proces:

1. Pohyb kyvadla:
Predpokladejme, ze mame kyvadlo — hmotny bod zavéseny na
pevném nehmotném vldknu délky r. x necht oznacuje cas, y(z)
pak vychylku v ¢ase x. Tteni a odpor vzduchu zanedbavame.

Na hmotny bod ptisobi gravitacni sila F, = m - g (m je hmot-
nost a g je gravitacni zrychleni). Tato sila se rozkldadd do dvou
sméru — do sméru pevného vldkna a do sméru kolmého. Efekt
mé jen ¢ast sily v kolmém sméru (vldkno je pevné). Ta mé ve-
likost Fy - siny(x) = mgsiny(z). Velikost zrychleni hmotného
bodu dostaneme vydélenim sily hmotnosti, tedy a = gsiny(x).
Uhlové zrychleni dostaneme vydélenim r, tedy o = g siny(x).
Protoze ihlové zrychleni je druhou derivaci vychylky, dostaneme
diferencialni rovnici
y' = I gin Y.

-
Znaménko minus vychéazi z toho, jakym smérem piuisobi kolma
slozka sily.

2. Matematické kyvadlo: Jde o zjednousednou verzi predchoziho fy-
zikalniho modelu. Obvykle se uvadi ve tvaru

y' =y

Zjednoduseni spoc¢iva jednak v nahrazeni fyzikalnich konstant jednickou



a jednak v nahrazeni ¢lenu siny ¢lenem y (coz vychézi z rovnosti

L — 1, tedy pro malé y je siny piiblizné rovno y).

. Malthusidnsky populacni model:

limCC*)O

Tento model popisuje vyvoj nepftilis hustych izolovanych populaci
(bakterialnich kultur, ale do uré¢ité miry i lidskych spolecenstvi).
Oznac¢me y(z) pocet jedincu v populaci v ¢ase x. Prepokldddme, ze
urcitd dand ¢ast jedincu (uréend parametrem a) zplodi za jednotku
¢asu potomka.

U bakterii to znamenad, ze dané ¢ast bakterii se za jednotku ¢asu
rozdéli. U lidi by onen parametr vyjadioval miru porodnosti.

Prirustek populace za maly cas t je tedy priblizné

ylr +1) —y(x)
t

~a- ’y(l‘),
coz lze priblizné vyjadrit diferencialni rovnici

/

y = ay.

. Logisticky populacni model:
Jde o presnéjsi verzi malthusianského modelu, v niz se bere do
tivahy zahustovani populace. Jedinci se kromé rozmnozovani zabyvaji
i konfrontaci s ostatnimi jedinci, proto se prirustek snizuje o hod-
notu primo imérnou poétu stietu ruznych jedincu. Zachycuje to
diferencialni rovnice

y' = ay —by?,

kde a, b jsou kladné parametry. Parametr a ma stejny vyznam jako
v malthusianském modelu, parametr b je obvykle vyrazné mensi
nez a a zachycuje vliv stiettl ruznych jedinct (proto je ndsoben 1>
— poctem dvojic jedincu).
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stavami diferencidlnich rovnic. Vice o soustavach diferencidlnich rovnic
si fekneme v kapitole XVII.

Nyni uvedme dva modely, které pouzivaji soustavy diferencidlnich rov-



1. Model dravec-kortist.

Tento model vychézi z biologie, popisuje vyvoj populace dvou
vzajemné interagujicich druhtu - dravce a koristi (napiiklad lisky
a zajice).
Oznacéme y(z) pocet jedincu druhu slouziciho jako kotist v ¢ase = a
z(x) pocet draveu v ¢ase x. Vyvoj populaci pak popisuje soustava
dvou rovnic

y' = ay — byz,

2 = —cz+dyz,
kde a, b, c,d jsou kladné parametry.
Vysvétleni:
Prvni rovnice popisuje vyvoj populace druhu slouziciho jako kotist.
Clen ay zachycuje fakt, ze tento druh se mnozi (je to tyz clen jako
v malthusidnském i logistickém populaénim modelu), ¢len —byz
zachycuje skutec¢nost, ze kotist je lovena dravci — ibytek je imérny
poctu setkani dravce s koristi.
Druh4 rovnice popisuje vyvoj populace dravei. Clen —cz zachy-
cuje, ze dravci bez kotisti vymiraji. Druhy ¢len dyz zachycuje vliv
lovu kotisti na mnozeni dravci.

2. SIR model siteni epidemie:
Predpokladejme, ze v populaci konstantni velikosti se Siii néjaka
infekce. (Tento model popisuje sifeni rychlych epidemii, zanedbava
se porodnost a imrtnost.)
N bude znacit velikost populace, S pocet osob citlivych k infekei,
I pocet infikovanych (a tedy infekénich) a R pocet uzdravenych
nebo zemfelych (ti se jiz nemohou nakazit). Vyvoj pak popisuje
soustava
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I'=8-2>—~I
B ~ L
R =~I,

kde (8,7 jsou kladné parametry.

Idea modelu je nésledujici:

Citliva cast populace se presouva do ¢asti infikované. Pritom zména
je pfimo umeérna poctu setkani citlivych a infikovanych, tedy i



soucinu poctu citlivych a poctu infikovanych. Toto zahrnuje ¢len
g3

Déle, parametr v je soucet miry uzdravovani a imrtnosti.

Existuje fada variant tohoto modelu (napfiklad SIRD model, kde
se rozlisuji uzdraveni a zemfteli, SIS model, kde uzdraveni neziskavaji
imunitu a stavaji se opét citlivymi aj.).

e Co nas bude zajimat ohledné diferencialnich rovnic:

— Metody teseni. Budeme se snazit najit vSechna maximalni feseni
dané rovnice.

Ukazeme si metody feseni ruznych typu diferencidlnich rovnic.

— Existence a jednoznac¢nost feseni: U mnoha rovnic nebudeme umét
najit explicitni tvar teSeni. Proto se zkoumad existence a jedno-
znacnost TeSeni. Védeét, zda TeSeni existuje a nakolik je jedno-
znacné, je dulezité jednak pti pouziti numerickych metod a jednak
lze pak zkoumat vlastnosti feseni i bez znalosti explicitniho vzorce.

— Kvalitativni vlastnosti feSeni: Nékdy sice nebudeme znét vzorec

pro feseni, ale bude mozné zkoumat nékteré vlastnosti feseni (mo-
notonie, limitni chovani atp.).



