Doplinujici cviceni k oddilu XVII.4

1. Zformulujte vétu o opousténi kompaktu (Véta XVIIL.10) pro rovnice se
separovanymi proménnymi a v tomto ptipadeé ji dokazte pomoci metody
feseni.

Navod: PouZigte ulohu 11 z doplnugicich cviceni ke Kapitole XIV.

2. Co tika veéta o rovnicich s linedrnim rastem (Véta XVII.12) o rovnicich
se separovanymi proménnymi a autonomnich rovnicich?

Navod: Pouzijte ulohy 5 a 9 z doplnujicich cviceni ke Kapitole XIV.

3. Z véty o rovnicich s linedrnim rustem (Véta XVII12) odvod'te druhou
cast Vety XVIL4 (o definiénim oboru maximélnich feseni linedrnich
soustav).

4. 7 piedchozi ilohy odvod'te druhou ¢dst Véty XVI.1 (o definiénim oboru
maximalnich feSeni linedrnich rovnic s konstantnimi koeficienty).

Navod: 3. Ukazte, Ze predpoklady Veéty XVII 12 jsou splnény napriklad pro
funkce a(t) = [[A(t)||1 a B(t) = ||b(t)]|1 (viz dlohy 17-26 z dopliugicich
cvicend k oddilu XVII.3). 4. PouZijte prepis rovnice vyssiho rddu na soustavu
proniho Tddu.



Uvazujme Bernoulliho rovnici, tj. rovnici tvaru

Y+ p(x)y = q(x)y”,

kde funkce p,q jsou spojité na intervalu (a,b) (a ¢ neni konstantné rovna
nule) a o € R\ {0, 1}.

5. Ukazte, ze pro a € (0, 1) jsou maximaln{ feSeni definovéna na celém in-
tervalu (a,b). Porovnejte postup, ktery dd metoda feseni, s moznostmi
aplikace véty o rovnicich s linedarnim rustem (Véta XVIIL.12).

6. Nechf o > 1. Ukaite, Ze existuje maximalni feseni, které je defino-
vané na mensim intervalu nez (a,b) a ma v v jednom z krajnich bodu
limitu +4oc0.

7. Necht o < 0. Ukaite, Ze existuje maximdlni feseni, které je definované
na mensim intervalu nez (a, b) a ma v v jednom z krajnich bodu limitu 0.

8. Predpokladejme, ze a,b € R (tedy interval (a,b) je omezeny) a funkce
P, q jsou omezené na intervalu (a, b). Ukazte, Ze existuje kladné resent,
které je definovano na celém intervalu (a, b).

Navod: 5. Abychom mohli primo aplikovat Vetu XVII. 12, musela by funkce
y — y® spojitd na R, coZ plati jen pro nékteré hodnoty o. Nicméneé pro o €
(0, 1) je mozné uvazovat rovnice y'+p(x)y = q(z)|y|* ay'+p(x)y = —q(x)|y|*
na kterou lze Vétu XVIL 12 aplikovat (a z toho odvodit tvrzeni pro puvodni
rovnici). Pri pouZiti metody tesent je treba vyjddrit definicni obor teseni ne-
nabyvagici nuly pomoct vhodniych nerovnosti a pak ovérit, Ze lze nalepit nulové
resend. 6. a 7. Pri aplikaci metody reseni dostaneme vzorec pro y'=% s jednim
parametrem na pravé strané. Pro vhodnou hodnotu parametru na pravé strané
dostaneme reseni s poZadovanou vlastnosti. 8. Postupujeme jako v ulohdach
6 a 7. ProtoZe primitioni funkce vzniklé pri vypoctu jsou omezené, vhodnd
volba parametru na pravé strané zajisti, Ze pravd strana je kladnd na (a,b).

9. Dokazte vétu o spojité zavislosti na pocatecnich podminkdch (Véta
XVII.13) pro autonomni rovnice y' = g(y) pomoci metody Teseni.

Navod: Pokud g mad v kazdém svém nulovém bodé vlastni derivaci, pak nelze
nalepovat (diky Veté XIV.3(3)). Mazimdlni resent jsou bud staciondrni nebo
ryze monotonni s hodnotami v nejakém intervalu, na kterém je g nenulovd.
Pro takovd reseni pak mdme vzorec y(x) = G~ (x + ¢). Staci si rozmyslet, co
to Tikd o prubéhu TeSend.



