Komentar k oddilu XVI.1: Linearni diferenciilni rovnice s kon-
stantnimi koeficenty — struktura prostoru reseni

Obecné poznamky k tomuto typu rovnic
e Uvazujeme rovnice tvaru
Yyt anay" Y e ay +agy = (1),
kde ag,ay,...,a,_1 jsou zadand redlna ¢isla a f je zadana funkce, ktera
je spojitd na daném intervalu (a, b).
(Proménnou tentokrat znacime ¢, ale to snad nezpusobi zddné problémy.)

e Takova rovnice je n-tého radu — vyskytuje se v ni n-ta derivace neznamé
funkce y a vyssi derivace nikoli.

e Slovni spojeni ,s konstantnimi koeficienty“ znamenad, ze koeficienty
ag, a1, . .., 0,1 jsou realnd c¢isla, tedy konstanty a nikoli obecné funkce
(i takové rovnice se zkoumaji).

e Nez si vysvétlime, pro¢ jsou tyto rovnice linedrni, uvédomme si, ze
kazdé teseni této rovnice je tiidy C™.

Necht totiZ y je fesenim rovnice na néjakém otevieném intervalu I C

(a,b).
Pak z definice feseni plyne, ze v kazdém bodé intervalu I existuje vlastni
n-t4 derivace funkce y. Z toho ovsem plyne, ze funkce y,v/,...,y™

jsou spojité na I (protoze kazda z téchto funkei mé vlastni derivaci v
kazdém bodeé I).

Nakonec funkce y splinuje rovnici, a tedy pro kazdé t € I plati
y(n) (t) = f(t) - @n—ly(nfl)@) — ... —ay (t) — agy(t).

Protoze funkce na pravé strané je spojita na I, je i leva strana, tj. y™,
spojitd na I. Tedy y je opravdu tiidy C™ na [.

e Nyni si feknéme, co znamena linearita téchto rovnic. Znamen4, ze levou
stranu 1ze interpretovat jako hodnotu jistého linedrniho zobrazeni.

Konkrétneé, zobrazeni L : C"((a,b)) — C((a, b)) definované predpisem
L(y) = v & an g™ ety + gy, y € C((a,8))

je linearni. Plyne to z véty o aritmetice derivaci.



K Véte XVI.1:

e Tato véta ma dveé ¢asti. Prvni ¢ast 1ika, ze pro kazdou sadu pocatecnich
podminek existuje praveé jedno maximalni feseni, které podminky splnuje.
Druha cast ikd, ze maximalni feSeni jsou definovana na celém intervalu

(a,b).

Tato véta pripomind zavérecné tvrzeni z Kapitoly XV o linearnich rov-
nicich prvniho fadu. Skutecné jde o analogii.

Rozdil je v tom, ze v Kapitole XV to bylo zavérecné tvrzeni, které
jsme dokézali z metody feSeni linearnich rovnic prvniho radu, zde jde o
prvni tvrzeni, které budeme pouzivat pii vysvétlovani toho, jak vypada
mnozina feseni.

e Prvni ¢ast véty fikd, ze zvolime-li bod ¢y € (a, b) a predepiseme hodnotu
feseni a jeho derivaci az do fadu n — 1 v bodé t,, pak existuje prave
jedno maximalni feseni, které tyto podminky spliuje.

Toto tvrzeni je zaroven analogii Véticky XII.1 a bude hrat podobnou
roli. Nicméné, na rozdil od Véticky XII.1, kterd je trivialni, toto tvrzeni
trivialni neni.

Je dusledkem obecné Véty XVII.3, coz nyni rozebirat nebudeme. S tim
souvisi i1 to, ze pocatecni podminky obsahuji n rovnosti, protoze jde o
rovnici n-tého radu.

e Druhd céast véty fika, ze maximalni feSeni jsou definovana na celém
intervalu (a,b). To neni samoziejma véc, jak jsme vidéli u rovnic se
separovanymi proménnymi i u autonomnich rovnic.

Toto tvrzeni plyne z obecné Véty XVII.12, coz nyni rozebirat nebu-
deme.

Véticka XVI.2 a jeji dikaz:

Bod (i): Homogenni rovnice je rovnice s nulovou pravou stranou.

Protoze nulova funkce je spojitd na R, plyne z Véty XVI.1, ze ma-
ximalni feSeni homogenni rovnice jsou definovana na celém R.

Mnozina feSeni homogenni rovnice je jadro vyse definovaného linedrniho
zobrazeni R. Pritom z Véty IX.5 vime, ze jadro linedrniho zobrazeni je
vektorovy podprostor (prostoru C™(R), v nasem piipadeé je (a,b) = R).



e Dodatek k bodu (i): Trebaze nulova funkce je spojitd na R, muzeme
uvazovat zuzeni na mensi interval (a,b). V tom piipadé budou ma-
ximalni feseni homogenni rovnice definované na celém (a,b) a budou
tvorit vektorovy podprostor prostoru C™((a,b)).

Toto se hodi si rozmyslet v pripadé, kdy fesime nehomogenni rov-
nici, kdy funkce f na pravé strané neni definovana na celém R, ale
na mensim intervalu (a, b). V tom piipadé bude prvnim krokem teseni
homogenni rovnice.

Bod (ii): Toto tvrzeni plyne z Véty IX.6 aplikované na vyse uvedené linedrni
zobrazeni L.

Véta XVI.3 a jeji dikaz:

e Tato véta je analogii Véty XII.2 a dikaz bude probihat obdobné, s
pouzitim Véty XVI.1 misto Veéticky XII.1.
e Dikaz:

Uvazujme homogenni rovnici, tj. prava strana je nulova funkce defino-
vana na R. S pouzitim analogickych kroku jako ve Vété XII.2 najdeme
bézi prostoru feseni, kterda ma n prvku.

Dukaz rozdélime do ti{ kroku:

Krok 1: Volba prvku baze.

Podle Véty XVI.1 existuji funkce yq, ya, - . . , Yn, které jsou feSenim
homogenni rovnice a navic spliuji po¢atecni podminky

w0 =L #0)=0. (O =0, ... 4" (O =0,

12(0) =0, y(0) =1, 34(0) =0, s Y(0) =0,
n—1

y3(0) =0, w5(0) =0, y4(0)=1, v (0) =0,

ya(0) =0, y,(0)=0, y/(0)=0, ... y (0)=1,

Ukazeme, ze téchto n funkei tvoti bazi prostoru feseni.



Krok 2:

Krok 3:

Funkce y1, 4o, ..., y, jsou linedrné nezavislé.

Uvazme linearni kombinaci téchto funki, kterd je rovna nulovému
vektoru (tj. konstantni nulové funkei).

Neboli, méjme ¢isla aq, ao, ..., o, takova, ze
a1y + aoys + - - + gy, = 0.
Toto znamena, ze
Vi€ R: aqyn(t) + agya(t) + -+ + anyn(t) = 0. (o)

Protoze funkce yq, . .., y, — jakozto feseni — jsou ttidy C", muzeme
rovnost (o) derivovat. Tak dostaneme

¥je{l,...,n—1} ¥t € R: any’ (t)+aops” (8)+ - +anyd) () = 0.

Specidlné, pokud do rovnosti (o) a do posledni rovnosti dosadime
t = 0, dostaneme, s pouzitim pocatecnich podminek,

a; =0,a0=0,...,a, =0.
Tedy ona linearni kombinace musi byt trividlni, coz dokoncuje

dukaz linedrni nezavislosti.

Kazdé teseni homogenni rovnice lze vyjadrit jako linedrni kombi-
naci funkef yq, ..., yn.
Necht z je libovolné feSeni homogenni rovnice.

Uvazme funkci

w=20)-y; 4+ 2'(0) - yo + - + 2"7(0) -y,

tj. funkei, kterd je linearni kombinaci funkci gy, . . ., y, s koeficienty
2(0), 2(0), ..., 2("=1(0).
Protoze funkce y1, . . ., 4, jsou feSenim homogenni rovnice a mnozina

v8ech feseni homogenni rovnice tvoii vektorovy podprostor (Véticka
XVI.2(i)), je i funkce w feSenim homogenni rovnice (jakozto linedrni
kombinace teseni).

Navic, kdyz uvazime pocatecni podminky, které spliuji teseni
Y1, - - -, Yn, vidime, ze



)+ 2(0) - 12(0) + -+ + 2" (0) -y, (0) = 2(0),
w'(0) = 2(0) - 41 (0) + 2(0) - y4(0) + - - - + 2" ~D(0) - ,(0) = 2'(0),
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wD(0) = 2(0) 5" V(0) +2/(0) - 55"V (O) -+ 20 (0) 5TV (0) = 20D (0),

Nyni si uvédomme, ze funkce w a z jsou obé fesenim homogenni
rovnice a navic spliuji stejné pocatecni podminky.
Z Veéty XVI.1 nyni plyne, ze se tato feseni rovnaji, neboli w = z,
tedy

2=2(0)-y1 + 2 (0) - yp 4+ - + 27D(0) - g,

Tedy teseni z 1ze vyjadrit jako linedrni kombinaci funkei y1, yo, . . ., Yn-

To dokoncuje dukaz.

e Kdybychom uvazovali homogenni rovnici nikoli na celém R, ale pouze
na néjakém mensim intervalu (a, b) (tj. prava strana je konstantni nu-
lova funkce definovand na (a, b)), pak by maximalni feseni tvotila pod-
prostor dimenze n prostoru C"((a,b)). Dukaz by byl zcela stejny, jen
bychom pocateéni podminky uvazovali v jiném bodé — misto bodu 0
bychom zvolili néjaky bod ¢ € (a,b).

e Stejné jako v kapitole XII pro béazi prostoru feseni homogenni rovnice
pouzivame termin ,fundamentdlni systém feseni homogenni rovnice*.



