
Komentář k odd́ılu XIV.1: Metoda řešeńı rovnic se separovanými
proměnnými

Obecné poznámky k tomuto druhu rovnic:

• Rovnićı se separovanými proměnnými rozumı́me diferenciálńı rovnici
tvaru

y′ = g(y) · h(x),

kde g a h jsou reálné funkce spojité na svých definičńıch oborech.

• Slovńı spojeńı
”
se separovanými proměnnými“ naznačuje, že pravá

strana je součinem dvou výraz̊u, z nichž jeden záviśı pouze na x (to
je ono h(x)) a druhý pouze na y (tj. pouze na hodnotách neznámé
funkce, nikoli př́ımo na proměnné x).

Tedy
”
proměnné“ x a y jsou odděleny, separovány.

• Př́ıkladem rovnic, v nichž proměnnné separovány nejsou, jsou třeba
rovnice

y′ = y + x

nebo
y′ = y2 + x2.

• Základńım tvarem pro nás bude tvar výše uvedený – kromě speciálńıho
tvaru pravé strany je d̊uležité i to, že na levé straně je pouze y′ a na
pravé straně se y′ nevyskytuje.

Je to tedy diferenciálńı rovnice prvńıho řádu
”
vyřešená vzhledem k y′“.

To docela usnadňuje řešeńı.

• V literatuře se někdy rovnicemi se separovanými proměnnými rozumı́
rovnice ve tvaru

y′ · g(y) = h(x),

tj. proměnné jsou opravdu odděleny.

Metoda řešeńı by byla z významné části shodná, ale některé části jsou
méně intuitivńı. Ilustrativńı př́ıklady budou na cvičeńıch.

• Dále si vysvětĺıme metodu řešeńı těchto rovnic a zároveň si jednotlivé
kroky ilustrujeme na př́ıkladu.
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Vysvětleńı metody řešeńı a ilustrace na př́ıkladu:

• Mějme tedy diferenciálńı rovnici tvaru

y′ = g(y) · h(x),

kde g a h jsou funkce spojité na svých definičńıch oborech.

Zároveň uvažujme konkrétńı rovnici

y′ =
1

x2
·
√

1− y2.

Máme tedy g(y) =
√

1− y2 a h(x) = 1
x2

.

• Krok 1: Urč́ıme maximálńı otevřené intervaly obsažené v definičńım
oboru funkce h. Na těchto intervalech budeme hledat řešeńı rovnice.

Pro náš př́ıklad je h(x) = 1
x2

, a tedy máme dva otevřené intervaly

(−∞, 0) a (0,+∞).

• Krok 2: Najdeme nulové body funkce g. T́ım dostaneme stacionárńı
(konstantńı) řešeńı rovnice na každém z interval̊u v prvńım kroku.

Pokud totiž c ∈ R je takové, že g(c) = 0, pak funkce y(x) = c je řešeńım
rovnice na každém z otevřených interval̊u, na nichž je definovaná funkce
h (to jsou ty intervaly z prvńıho kroku).

Protože y je konstantńı, je totiž y′ = 0, tedy levá strana rovnice je
nulová. Pravá strana je rovněž nulová, protože g(c) = 0 (a y = c).

Pro náš př́ıklad máme dva nulové body – 1 a −1. (Je g(y) =
√

1− y2,
tedy g(1) = 0 a g(−1) = 0).

Máme tedy celkem čtyři stacionárńı řešeńı:

ys,1(x) = 1, x ∈ (−∞, 0); ys,2(x)= −1, x ∈ (−∞, 0);

ys,3(x) = 1, x ∈ (0,+∞); ys,4(x)= −1, x ∈ (0,+∞).

• Krok 3: najdeme maximálńı otevřené intervaly, na kterých je funkce
g spojitá a nenulová. Tyto intervaly budou kĺıčové v následuj́ıćım po-
stupu.

V našem př́ıpadě je to jediný interval, a to (−1, 1).
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• Krok 4: Vezmeme interval I z prvńıho kroku a interval J z třet́ıho kroku.
Budeme hledat řešeńı, která jsou definována někde v I (na nějakém
otevřeném intervalu obsaženém v I) s hodnotami v intervalu J .

Protože funkce h je spojitá na I a funkce g je spojitá a nenulová na J ,
každé takové řešeńı muśı splňovat rovnici

y′

g(y)
= h(x). (◦)

Necht’ H je primitivńı funkce na k funkci h na I (h je spojitá na I,
proto primitivńı funkce existuje).

Necht’G je primitivńı funkce k funkci 1
g

na J . Primitivńı funkce existuje,

protože funkce g je spojitá a nenulová na J , a tedy funkce 1
g

je spojitá
na J .

Tedy H je primitivńı funkce k pravé straně v (◦) a G(y) je primitivńı
funkce k levé straně v (◦).
(Připomeňme, že y je neznámá funkce. Po dosazeńı konkrétńı funkce je
tedy levá strana

y′(x)

g(y(x))
,

primitivńı funkce je tedy G(y(x)) – podle prvńı substitučńı metody
nebo podle věty o derivaci složené funkce.)

Má-li se levá strana v (◦) rovnat pravé straně, spočtené primitivńı
funkce se muśı lǐsit o konstantu. Tedy muśı platit

∃c ∈ R : G(y(x)) = H(x) + c. (◦◦)

V našem př́ıpadě je I = (−∞, 0) nebo I = (0,+∞) a J = (−1, 1).

Pro řešeńı s hodnotami v (−1, 1) plat́ı

y′√
1− y2

=
1

x2
.

Spočtěme primitivńı funkce – jest H(x) = − 1
x

a G(y) = arcsin y.
Konkrétńı forma (◦◦) je

∃c ∈ R : arcsin y(x) = −1

x
+ c.
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• Krok 5: Máme stále intervaly I a J z čtvrtého kroku. Zafixujeme c ∈ R
a analyzujeme dále (◦◦).
y nabývá hodnot v intervalu J , funkce G je spojitá na intervalu J , tedy
levá strana (◦◦) má hodnoty v množině G(J).

Tato množina je nav́ıc otevřený interval: G je primitivńı funkce k 1
g
.

Funkce 1
g

je spojitá a nenulová na J , tedy je na J bud’ všude kladná
nebo všude záporná. To ovšem znamená, že primitivńı funkce G je
rostoućı nebo klesaj́ıćı na J . Proto G(J) je otevřený interval, jehož
krajńı body spočteme jako limity funkce G v krajńıch bodech J .

Aby rovnost z (◦◦) mohla platit, muśı mı́t pravá strana hodnoty také
v G(J). Proto je daľśım krokem nalezeńı maximálńıch otevřených in-
terval̊u obsažených v I, na nichž plat́ı

H(x) + c ∈ G(J). (�)

Protože G(J) je otevřený interval, je tento vztah soustavou dvou ne-
rovnic. Tu vyřeš́ıme v rámci intervalu I a z množiny řešeńı utvoř́ıme
maximálńı otevřené intervaly.

Na každém z těchto interval̊u je pak řešeńım funkce

y(x) = G−1(H(x) + c).

Poznamenejme, že G je rostoućı nebo klesaj́ıćı, takže inverzńı funkce
existuje.

V našem př́ıpadě je J = (−1, 1) a G(y) = arcsin y. Tedy G(J) =
(−π

2
, π
2
). Proto vztah (�) má v tomto př́ıpadě tvar

− 1
x

+ c ∈ (−π
2
, π
2
),

neboli
− 1
x
∈ (−π

2
− c, π

2
− c).

Nyńı je třeba rozlǐsit r̊uzné hodnoty c:

◦ c < −π
2
: Pak −π

2
− c > 0. Dostaneme tedy

x ∈ (− 1
−π

2
−c ,−

1
π
2
−c) = ( 2

2c+π
, 2
2c−π ).
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◦ c = −π
2
. Pak (−π

2
− c, π

2
− c) = (0, π). Tedy dostaneme

x ∈ (−∞,− 1
π
).

◦ c ∈ (−π
2
, π
2
). Pak 0 ∈ (−π

2
− c, π

2
− c), a tedy dostaneme dvojici

interval̊u
x ∈ (−∞,− 1

π
2
−c) = (−∞, 2

2c−π ),

x ∈ (− 1
−π

2
−c ,+∞) = ( 2

2c+π
,+∞).

◦ c = π
2
. Pak (−π

2
− c, π

2
− c) = (−π, 0). Tedy dostaneme

x ∈ ( 1
π
,+∞, ).

◦ c > π
2
: Pak π

2
− c < 0. Dostaneme tedy

x ∈ (− 1
−π

2
−c ,−

1
π
2
−c) = ( 2

2c+π
, 2
2c−π ).

Protože inverzńı funkce k funkci G(y) = arcsin y je funkce sinus (zúžená
na (−π

2
, π
2
)), dostáváme řešeńı dané vzorcem

y(x) = sin(− 1
x

+ c)

definované na spočtených intervalech. Vyṕı̌seme-li řešeńı, dostaneme

yc(x) = sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

, 2
2c−π ), c < −π

2
nebo c > π

2
;

yc,1(x) = sin(− 1
x

+ c), x ∈ (−∞, 2
2c−π ), c ∈ (−π

2
, π
2
);

yc,2(x) = sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

,+∞), c ∈ (−π
2
, π
2
);

y−π
2
(x) = sin(− 1

x
− π

2
), x ∈ (−∞,− 1

π
);

yπ
2
(x) = sin(− 1

x
+ π

2
), x ∈ ( 1

π
,+∞).

• Krok 6: Z řešeńı nalezených v pátém kroku a ze stacionárńıch řešeńı
sleṕıme všechna maximálńı řešeńı.

Stacionárńı řešeńı z druhého kroku jsou maximálńı, protože jsou defi-
nována na maximálńıch možných intervalech.

Ale řešeńı z pátého kroku nemuśı být maximálńı – jsou maximálńı
mezi těmi, která nabývaj́ı hodnoty z intervalu J . Proto se může stát,
že řešeńı z pátého kroku je možné prodloužit část́ı stacionárńıho řešeńı.
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Základńım nástrojem pro toto nalepováńı je následuj́ıćı pozorováńı:

Necht’ y1 je řešeńı definované na intervalu (a, b) a y2 je řešeńı defino-
vané na intervalu (b, c). Předpokládejme, že bod b patř́ı do definičńıho
oboru funkce h. Dále předpokládejme, že

lim
x→b−

y1(x) = lim
x→b+

y2(x) = α,

přičemž α patř́ı do definičńıho oboru funkce g. Pak funkce

y(x) =


y1(x), x ∈ (a, b),

α, x = b,

y2(x), x ∈ (b, c),

je také řešeńım rovnice.

Důkaz: Funkce y je definovaná na intervalu (a, c) a všude kromě bodu
b splňuje rovnici. Zbývá ukázat, že y splňuje rovnici i v bodě b, tj., že
plat́ı

y′(b) = g(y(b)) · h(b) = g(α) · h(b).

Přitom funkce y je spojitá v bodě b, a tedy podle věty o dopoč́ıtáváńı
derivace jakožto limity derivace plat́ı

y′+(b) = lim
x→b+

y′(x) = lim
x→b+

y′2(x) = lim
x→b+

g(y2(x))︸ ︷︷ ︸
→g(α)

· h(x)︸︷︷︸
→h(b)

= g(α) · h(b).

Použ́ıváme spojitost funkce h – limitu funkce h poč́ıtáme dosazeńım.
Dále použ́ıváme větu o limitě složené funkce s podmı́nkou (S) – funkce
g je spojitá v bodě α (vzhledem ke svému definičńımu oboru).

Zcela analogicky plat́ı

y′−(b) = lim
x→b−

y′(x) = lim
x→b−

y′1(x) = lim
x→b−

g(y1(x))︸ ︷︷ ︸
→g(α)

· h(x)︸︷︷︸
→h(b)

= g(α) · h(b).

Proto opravdu y′(b) = g(α) · h(b), tedy funkce y splňuje rovnici i
v bodě b.
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Praktické provedeńı nalepováńı spoč́ıvá v tom, že projdeme řešeńı z
pátého kroku, která nejsou definována na maximálńıch možných in-
tervalech, spočteme jejich limity v krajńıch bodech a zjist́ıme, zda lze
navázat stacionárńım řešeńım.

Proberme možnosti nalepováńı v našem př́ıkladu pro jednotlivá řešeńı
z pátého kroku.

◦ c < −π
2
. Pak je řešeńı

yc(x) = sin(− 1
x

+ c)

definováno na intervalu

( 2
2c+π

, 2
2c−π ) ⊂ (−∞, 0).

Jest

lim
x→ 2

2c+π
+

yc(x) = sin(−2c+π
2

+ c) = sin(−π
2
) = −1,

lim
x→ 2

2c−π−
yc(x) = sin(−2c−π

2
+ c) = sin π

2
= 1.

Protože 1 i−1 jsou stacionárńı řešeńı, dostáváme maximálńı řešeńı

ym,c(x) =


−1, x ∈ (−∞, 2

2c+π
〉,

sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

, 2
2c−π ),

1, x ∈ 〈 2
2c−π , 0).

◦ c = −π
2
: Řešeńı

y−π
2
(x) = sin(− 1

x
− π

2
)

je definováno na intervalu (−∞,− 1
π
). Doleva již zřejmě prodloužit

nelze. Plat́ı ovšem

lim
x→− 1

π
−
y−π

2
(x) = sin(−π − π

2
) = 1.

Dostáváme tedy maximálńı řešeńı

ym,−π
2
(x) =

{
sin(− 1

x
− π

2
), x ∈ (−∞,− 1

π
),

1, ∈ 〈 1
π
, 0).
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◦ c ∈ (−π
2
, π
2
). Máme dvě řešeńı

yc,1(x) = sin(− 1
x

+ c), x ∈ (−∞, 2
2c−π ),

yc,2(x) = sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

,+∞).

Prvńı z nich zřejmě nelze prodloužit doleva a druhé nelze prod-
louž́ıt doprava. Přitom plat́ı

lim
x→ 2

2c+π
+

yc,2(x) = sin(−2c+π
2

+ c) = sin(−π
2
) = −1,

lim
x→ 2

2c−π−
yc,1(x) = sin(−2c−π

2
+ c) = sin π

2
= 1.

Dostáváme tedy dvě maximálńı řešeńı

ym,c,1 =

{
sin(− 1

x
+ c), x ∈ (−∞, 2

2c−π ),

1, x ∈ 〈 2
2c−π , 0),

ym,c,2 =

{
−1, x ∈ (0, 2

2c+π
〉,

sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

,+∞).

◦ c = π
2
: Řešeńı

yπ
2
(x) = sin(− 1

x
+ π

2
)

je definováno na intervalu ( 1
π
,+∞). Doprava již zřejmě prodloužit

nelze. Plat́ı ovšem

lim
x→ 1

π
+
yπ

2
(x) = sin(−π + π

2
) = −1.

Dostáváme tedy maximálńı řešeńı

ym,π
2
(x) =

{
−1, x ∈ (0, 1

π
〉,

sin(− 1
x

+ π
2
), x ∈ ( 1

π
,+∞).

◦ c > π
2
. Pak je řešeńı

yc(x) = sin(− 1
x

+ c)

definováno na intervalu

( 2
2c+π

, 2
2c−π ) ⊂ (0,+∞).
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Jest

lim
x→ 2

2c+π
+

yc(x) = sin(−2c+π
2

+ c) = sin(−π
2
) = −1,

lim
x→ 2

2c−π−
yc(x) = sin(−2c−π

2
+ c) = sin π

2
= 1.

Dostáváme maximálńı řešeńı

ym,c(x) =


−1, x ∈ (0, 2

2c+π
〉,

sin(− 1
x

+ c), x ∈ ( 2
2c+π

, 2
2c−π ),

1, x ∈ 〈 2
2c−π ,+∞).

Všechna maximálńı řešeńı jsou jednak stacionárńı řešeńı z druhého
bodu a pak právě popsaná slepená řešeńı.

• Ukázali jsme si metodu řešeńı rovnic se separovanými proměnnými a
ilustraci na jedné konkrétńı rovnici. Často budeme cht́ıt načrtnout grafy
řešeńı. Pro náš př́ıklad jsou grafy načrtnuté na obrázku:

−1

0

1

obrázek opraven 3.3.2021

Modře jsou vyznačena stacionárńı řešeńı. Oranžová řešeńı odpov́ıdaj́ı
c < −π

2
a c > π

2
(ta lze prodloužit stacionárńımi řešeńımi na obě

strany), hnědě jsou vyznačena řešeńı odpov́ıdaj́ıćı c = −π
2

a c = π
2

a zeleně jsou vyznačena řešeńı odpov́ıdaj́ıćı c ∈ (−π
2
, π
2
) (ta lze sta-

cionárńım řešeńım prodloužit jen z jedné strany).
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