Komentar k oddilu XIV.1: Metoda feSeni rovnic se separovanymi
proménnymi

Obecné poznamky k tomuto druhu rovnic:

e Rovnici se separovanymi proménnymi rozumime diferencidlni rovnici
tvaru

y = g(y) - h(z),

kde g a h jsou realné funkce spojité na svych defini¢nich oborech.

e Slovni spojeni ,se separovanymi proménnymi“ naznacuje, ze prava
strana je souc¢inem dvou vyrazu, z nichz jeden zavisi pouze na x (to
je ono h(x)) a druhy pouze na y (tj. pouze na hodnotich nezndmé
funkce, nikoli piimo na proménné z).

Tedy ,,proménné“ z a y jsou oddéleny, separovany.

e Piikladem rovnic, v nichz proménnné separovany nejsou, jsou tieba
rovnice

Yy =y+ux
nebo
y/ — y2 4 1’2.

e Zakladnim tvarem pro nas bude tvar vyse uvedeny — kromeé specialniho
tvaru pravé strany je dulezité i to, Ze na levé strané je pouze 3y’ a na
pravé strané se 3’ nevyskytuje.

Je to tedy diferencidlni rovnice prvniho rfddu ,,vyfresend vzhledem k 3/“.
To docela usnadnuje fesen.

e V literatuie se nékdy rovnicemi se separovanymi proménnymi rozumi
rovnice ve tvaru

y - 9(y) = h(z),
tj. proménné jsou opravdu oddéleny.
Metoda feSeni by byla z vyznamné ¢asti shodnd, ale nékteré ¢asti jsou

méné intuitivni. [lustrativni ptiklady budou na cvicenich.

e Dadle si vysvétlime metodu feSeni téchto rovnic a zaroven si jednotlivé
kroky ilustrujeme na piikladu.



Vysvétleni metody feSeni a ilustrace na prikladu:

e Meéjme tedy diferencidlni rovnici tvaru

y = g(y) - h(z),

kde g a h jsou funkce spojité na svych defini¢nich oborech.
Zaroven uvazujme konkrétni rovnici
L.
)
Méme tedy g(y) = ﬂ a h(x) = l,%

e Krok 1: Uréime maximalni oteviené intervaly obsazené v defini¢nim
oboru funkce h. Na téchto intervalech budeme hledat feSeni rovnice.

Yy = 1 —2.

Pro nas piiklad je h(z) = =, a tedy méme dva oteviené intervaly

(—00,0) a (0,400).

e Krok 2: Najdeme nulové body funkce g. Tim dostaneme stacionarni
(konstantni) feSeni rovnice na kazdém z intervalu v prvnim kroku.

Pokud totiz ¢ € R je takové, ze g(c) = 0, pak funkce y(z) = ¢ je feSenim
rovnice na kazdém z otevienych intervalui, na nichz je definovana funkce
h (to jsou ty intervaly z prvniho kroku).

Protoze y je konstantni, je totiz y' = 0, tedy leva strana rovnice je
nulové. Prava strana je rovnéz nulovd, protoze g(c) =0 (a y = ¢).

Pro nés priklad mame dva nulové body — 1 a —1. (Je g(y) = /1 — 2,
tedy g(1) =0a g(—1) =0).

Mame tedy celkem CtyTi stacionarni feseni:
ysi(z) =1, z € (—00,0); Yso(z)=—1, z € (—00,0);
yss(z) =1, z € (0,+00); ysa(z)=—1, z € (0,400).

e Krok 3: najdeme maximélni oteviené intervaly, na kterych je funkce
g spojita a nenulova. Tyto intervaly budou klicové v nasledujicim po-
stupu.

V nasem piipadé je to jediny interval, a to (—1,1).
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e Krok 4: Vezmeme interval I z prvniho kroku a interval J z tfetiho kroku.
Budeme hledat feSeni, ktera jsou definovdna nékde v I (na néjakém
otevieném intervalu obsazeném v /) s hodnotami v intervalu J.

Protoze funkce h je spojita na I a funkce g je spojita a nenulova na J,
kazdé takové feseni musi splnovat rovnici

L — h(z). (o)

Necht H je primitivni funkce na k funkci h na I (h je spojitd na I,
proto primitivni funkce existuje).

Necht G je primitivni funkce k funkci é na J. Primitivni funkce existuje,
protoze funkce g je spojitd a nenulova na J, a tedy funkce é je spojita
na J.

Tedy H je primitivni funkce k pravé strané v (o) a G(y) je primitivni
funkce k levé strané v (o).

(Pfipomenme, Ze y je nezndma funkce. Po dosazeni konkrétni funkce je
tedy leva strana

primitivni funkce je tedy G(y(z)) — podle prvni substituéni metody
nebo podle véty o derivaci slozené funkce.)

Ma-li se levd strana v (o) rovnat pravé strané, spoctené primitivni
funkce se musi lisit o konstantu. Tedy musi platit

dee R:G(y(z)) = H(x) +c. (00)

V nasem piipadé je [ = (—o00,0) nebo I = (0,+o00) a J = (—1,1).

Pro feseni s hodnotami v (—1,1) plati

y 1
V1—19? o
Spo¢téme primitivni funkce — jest H(z) = —2 a G(y) = arcsiny.

Konkrétni forma (oo) je

1
Je € R :arcsiny(z) = —— +c.
x



e Krok 5: Mame stale intervaly I a J z ¢tvrtého kroku. Zafixujeme ¢ € R
a analyzujeme déle (0o).

y nabyva hodnot v intervalu J, funkce G je spojitd na intervalu J, tedy
levd strana (oo) ma hodnoty v mnoziné G(J).
Tato mnozina je navic otevieny interval: G je primitivni funkce k %.

Funkce % je spojitd a nenulovd na J, tedy je na J bud vsude kladna
nebo vsude zaporna. To ovSem znamend, ze primitivni funkce G je
rostouci nebo klesajici na J. Proto G(J) je otevieny interval, jehoz
krajni body spoc¢teme jako limity funkce G v krajnich bodech J.

Aby rovnost z (oo) mohla platit, musi mit pravéa strana hodnoty také
v G(J). Proto je dalsim krokem nalezeni maximélnich otevienych in-
tervalu obsazenych v I, na nichz plati

H(z) +c € G(J). ()

Protoze G(J) je otevieny interval, je tento vztah soustavou dvou ne-
rovnic. Tu vyfeSime v ramci intervalu [ a z mnoziny feSeni utvotime
maximalni oteviené intervaly.

Na kazdém z téchto intervalu je pak fesenim funkce
y(@) =G (H(z) +c).

Poznamenejme, ze G je rostouci nebo klesajici, takze inverzni funkce
existuje.

V nasem piipadé je J = (—1,1) a G(y) = arcsiny. Tedy G(J) =
(=5, %). Proto vztah () mé v tomto ptipadé tvar
_% tce <_%7 %)7
neboli
—1e(-Z-¢Z-0).
Nyni je tfeba rozlisit ruzné hodnoty c:

o ¢ < —3: Pak =% — ¢ > 0. Dostaneme tedy

1 1 2 2
WS (_ T _ o _%70) = (20+7r’ QCfTr).




oc=—5.Pak (=5 —¢,§ —c)=(0,7). Tedy dostaneme

x € (—o0, —1).

™

oc€ (~3,5). Pak0 € (=5 — ¢ § —c), a tedy dostaneme dvojici
intervalu
T e (_007 _EL_C) = (_007 ﬁ)?
2
S S — (—2_

x € ( _%_c,—i—oo) (QCM,—i—oo).

o ¢c=7%.Pak (=5 —¢,§ —¢) = (—m,0). Tedy dostaneme
€ (3,+00,).
o ¢ > 7: Pak § — ¢ < 0. Dostaneme tedy
1 1 2 2
x e (_7%7(:’ _gfc) = (2c+7r’ 2077r)‘

Protoze inverzni funkce k funkci G(y) = arcsiny je funkce sinus (zizend
na (—3%, %)), dostdvame feseni dané vzorcem

y(w) = sin(~1 + )

definované na spoctenych intervalech. VypiSeme-li feseni, dostaneme

—_

Ye(r) = sin(—+ + ¢), € (57 505), ¢<—5mneboc>7T;
Yea(z) =sin(—3 +¢), x€(-00,3%), c€(=55);
Yer(a) =sin(—3 +¢), 7€ (35, +00), c€(=53);
el =1 B, re (o)
y3(x) = sin(—1 +3), =z e (L+00).

o Krok 6: 7Z teSeni nalezenych v patém kroku a ze stacionarnich reseni
slepime vSechna maximalni feseni.

Stacionarni feseni z druhého kroku jsou maximalni, protoze jsou defi-
novana na maximalnich moznych intervalech.

Ale teseni z patého kroku nemusi byt maximélni — jsou maximalni
mezi témi, kterd nabyvaji hodnoty z intervalu J. Proto se muze stét,
ze feSeni z patého kroku je mozné prodlouzit ¢asti stacionarniho reseni.



Zékladnim néastrojem pro toto nalepovani je nasledujici pozorovani:
Necht y, je Feseni definované na intervalu (a,b) a yo je Feseni defino-
vané na intervalu (b, ). Predpoklddejme, Ze bod b patri do definicéniho
oboru funkce h. Ddle predpokldadejme, Ze

xlirl?f yl(x) - :(:ILII?Jr yQ(x) -

pricemz « patri do definicniho oboru funkce g. Pak funkce

yi(x), =€ (a,b),
y(z) =< a, x =b,
y2(x), x € (b,c),

je také resenim rovnice.

Dikaz: Funkce y je definovand na intervalu (a, c) a vSude kromé bodu
b splinuje rovnici. Zbyva ukazat, ze y spliiuje rovnici i v bodé b, tj., ze
plati

y'(b) = g(y(b)) - h(b) = g(c) - h(D).

Pritom funkce y je spojita v bodé b, a tedy podle véty o dopocitavani
derivace jakozto limity derivace plati

vy (b) = lim y/(z) = lim yo(z) = lim g(ya(z))- Q(f) = g(a) - h(D).

r—b+ r—b+
—g(a) —h(b)

Pouzivame spojitost funkce h — limitu funkce h pocitame dosazenim.
Déle pouzivame vétu o limité slozené funkce s podminkou (S) — funkce
g je spojita v bodé « (vzhledem ke svému definiénimu oboru).

Zcela analogicky plati

v-0) = lim y/(x) = lim yi(@) = lim g(on(x))- ha) = gla) - h(O)

T—b— T—b—
—g(a) —h(b)

Proto opravdu y'(b) = g(a) - h(b), tedy funkce y spliuje rovnici i
v bodeé b.



Praktické provedeni nalepovani spociva v tom, ze projdeme feseni z
patého kroku, ktera nejsou definovana na maximélnich moznych in-
tervalech, spocteme jejich limity v krajnich bodech a zjistime, zda lze
navazat stacionarnim tesenim.

Proberme moznosti nalepovani v nasem piikladu pro jednotliva feseni
z patého kroku.

o ¢ < —37. Pak je feseni
. 1
Ye(x) = sin(—+ +¢)
definovano na intervalu

(5 307) C (=00,0).

2c+m? 2¢—m

Jest

lip  ye(w) = sin(=25 + ¢) = sin(~F) = -1,
2?_>20—&—7r+

. o 2c—m —an T —
111%1 Ye(x) = sin(—*5" +¢) =sin § = 1.

r— —
2c—7

Protoze 11 —1 jsou stacionarni feSeni, dostavame maximalni feSeni

-1, x € (—o0, 2617),
Yme(®) = ¢ sin(—21 +¢), =€ (5357, 507),
1, z € (32-,0).
oc=-—%: Resen{
y-z(x) =sin(—y — §)
je definovéno na intervalu (—oo, — ). Doleva jiz zfejmé prodlouzit

nelze. Plati ovSem



o c€ (—%,5%). Mdme dvé feseni

Yei(z) =sin(—3 +¢), @€ (00, 3%),

yCQ(x) = Sin(_% +C)7 YIS (2(;1”7—’_00)'

Prvni z nich ziejmé nelze prodlouzit doleva a druhé nelze prod-
louzit doprava. Ptitom plati

lim  yea(r) = sin(—24* 4 ¢) = sin(-5) = -1,
_l’_

= 2c+m
s

. . 2c—1 _ . _
11%1 Ye1(v) = sin(—=5" +¢) =sin§ = 1.

P

Dostavame tedy dvé maximalni feseni

{sin(—%—{—c), x €
Ym,e,l =
1, S

(
{

ot = {—1, re 052,
h (

sin(—% +¢), z€
o ¢c= g: Reseni
yz (r) =sin(—1 + )

je definovano na intervalu (71—r, +00). Doprava jiz ziejmé prodlouzit
nelze. Plati ovSsem

lim y=(r) =sin(—7+5) = —1.
xﬁ%Jr 2

Dostavame tedy maximalni feseni
-1, x € (0, %),
Ym,z(2) =4 1, = 1
sin(—-+7), ve(s
o ¢ > 7. Pak je feseni
Ye(z) = sin(—2 + ¢)

definovano na intervalu

(52—, 52=) C (0,+00).

2¢c+m? 2¢—7
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Jest

lm  ye(z) = sin(—247 4 ¢) = sin(-3) = —1,
x_>2c3—7r+
lm  ye(r) = sin(—257" +¢) =sin§ = 1
T o

Dostdvame maximalni feSeni

-1, x € (0, 2ci7r>’
ymﬁ(x) = Sin(_% + C)7 LS (gci_ﬂ7 QCQ_ﬂ—)a
1, x € (262_7r,+oo).

Vsechna maximalni teSeni jsou jednak stacionarni feseni z druhého
bodu a pak pravé popsand slepend treseni.

Ukazali jsme si metodu feSeni rovnic se separovanymi proménnymi a
ilustraci na jedné konkrétni rovnici. Casto budeme chtit nacrtnout grafy
feseni. Pro nas priklad jsou grafy nac¢rtnuté na obrazku:

1

d

Zllll==
—)

-1
obrazek opraven 3.3.2021

Modfe jsou vyznacena stacionarni feseni. Oranzova feseni odpovidaji
c < —% ac > 5 (ta lze prodlouzit staciondrnimi fesenimi na obé
strany), hnédé jsou vyznacena feseni odpovidajici ¢ = —F a c = §
a zelené jsou vyznacena feSeni odpovidajici ¢ € (=7, %) (ta lze sta-

ciondrnim fesenim prodlouzit jen z jedné strany).



