
Doplňuj́ıćı cvičeńı ke Kapitole VII

Poznámka: Tato cvičeńı mohou být užitečná pro lepš́ı pochopeńı látky, nejsou
však nezbytně nutná pro Matematiku II. Některá z nich se budou hodit později,
v Matematice III.

Necht’ P je polynom stupně k a Q je polynom stupně l. Tj.

P (x) = akx
k + ak−1x

k−1 + · · ·+ a1x + a0, x ∈ R,
Q(x) = blx

l + bl−1x
l−1 + · · ·+ b1x + b0, x ∈ R,

přičemž ak 6= 0 a bl 6= 0.
Připoušt́ıme i př́ıpad k = 0 (pak P je konstantńı funkce rovná a0 a a0 6= 0)

a l = 0 (pak Q je konstantńı funkce rovná b0 a b0 6= 0).

Cvičeńı 1: Předpokládejme, že Q nemá žádné kořeny v N. Uvažme řadu∑∞
n=1

P (n)
Q(n)

.

1. Ukažte, že tato řada splňuje nutnou podmı́nku konvergence, právě když
l > k.

2. Ukažte, že
∞∑
n=1

P (n)

Q(n)
konverguje⇔

∞∑
n=1

P (n)

Q(n)
konverguje absolutně⇔ l ≥ k + 2.

Návod pro 2.: Spočtěte limitu limn→∞

P (n)
Q(n)

1

nl−k

. Z toho odvod’te nejprve, že

členy řady jsou bud’ od jistého n0 dále kladné nebo od jistého n0 dále záporné.
Následně použijte limitńı srovnávaćı kritérium a Větu VII.8.

Cvičeńı 2:

1. Ukažte, že existuje n0 ∈ N, že pro n ≥ n0 je pod́ıl P (n)
Q(n)

definován.

2. Ukažte, že řada
∑∞

n=n0

P (n)
Q(n)

splňuje nutnou podmı́nku konvergence, právě
když l > k.

3. Ukažte, že
∞∑

n=n0

P (n)

Q(n)
konverguje⇔

∞∑
n=n0

P (n)

Q(n)
konverguje absolutně⇔ l ≥ k + 2.

Návod: 1. Q má nejvýše l kořen̊u. Zbylé úlohy se řeš́ı podobně jako ve cvičeńı
1.
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Cvičeńı 3: Necht’ n0 je jako ve Cvičeńı 2.

1. Ukažte, že řada
∑∞

n=n0
(−1)n P (n)

Q(n)
konverguje absolutně, právě když l ≥

k + 2.

2. Ukažte, že řada
∑∞

n=n0
(−1)n P (n)

Q(n)
konverguje, právě když l > k.

Návod: 1. Použijte bod 3 ze cvičeńı 2.
2. Pro implikaci ⇒ použijte bod 2 ze cvičeńı 2. Pro implikaci ⇐ použijte

Leibnizovo kritérium. Nejprve ukažte, že existuje n1, že bud’ pro každé n ≥ n1

je P (n)
Q(n)

> 0 nebo pro každé n ≥ n1 je P (n)
Q(n)

< 0. Dále použije bod 2 ze cvičeńı

2. Pro ověřeńı monotonie spočtěte derivaci funkce P
Q

a ukažte, že existuje

okoĺı +∞, že na něm je tato derivace bud’ všude kladná nebo všude záporná.

Cvičeńı 4: Ukažte, že řada
∑∞

n=0
xn

n!
konverguje absolutně pro každé x ∈ R.

Návod: Pro x 6= 0 použijte pod́ılové kritérium.

Cvičeńı 5: Pro x ∈ R definujme f(x) =
∑∞

n=0
xn

n!
. Dle cvičeńı 4 v́ıme, že f

je funkce definovaná na R.
Ukažte, že pro x, y ∈ R plat́ı f(x + y) = f(x) · f(y).

Návod: Výraz f(x+ y) upravte pomoćı binomické věty a použijte Cauchẙuv
součin řad.

Cvičeńı 6: Necht’
∑∞

n=1(−1)nan je řada splňuj́ıćı předpoklady Leibnizova kritéria.
Označme {sm} posloupnost částečných součt̊u a s součet řady (v́ıme, že

existuje podle Leibnizova kritéria).
Ukažte, že pro každé m ∈ N plat́ı |sm − s| ≤ am+1.

Návod: Projděte si d̊ukaz Leibnizova kritéria a ukažte, že vlastně dává
nerovnosti

s2m−1 ≤ s ≤ s2m a s2m ≥ s ≥ s2m+1.
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