K oddilu VII.1 — ciselné rady

Zakladni definice — motivace a vysvétleni

e Cilem této kapitoly je pochopit, co znamena secist nekonecné mnoho
¢isel, a naucit se poznavat, kdy to je mozné a kdy ne.

e ZacCnéme s ilustraci pomoci néceho, co zndme. Predpoklddejme, ze mame
treba 1000 ¢isel a chceme je secist. Pak budeme postupovat nejspis
nasledovné:

1. Nejprve si ta cisla néjak setadime. Tak dostaneme konecnou po-
sloupnost cisel

ai, az;, ..., a1000-
2. Pak vezmeme ¢islo aq, pricteme k nému ¢islo as, k vysledku pticteme
as, k vysledku a4 a tak dale. Po 1000 krocich ziskdme vysledek.

Toto 1ze interpretovat tak, ze postupné pocitame castecné soucty:

§1 = ay,

Sg = a1 + Az,

83 =ai +as +az (= sy + az),
sg=a1+a+2+a3+ a4 (= 83+ a),

S1000 = Q1 + - - - + @1000 (= S99 + @1000)-
3. Vysledkem je s1909-

Poznamka: Vime, ze scitani ¢isel je komutativni a asociativni. Proto,
kdyz v prvnim kroku onéch 1000 cisel sefadime jinym zpusobem, vysledek
to neovlivni.

e V piipadé, Zze mame secCist nekonecné mnoho ¢isel, postupujeme po-
dobné. Méjme tedy zadano nekoneé¢né mnoho ¢isel.

Protoze nevime, jak obecné udélat prvni krok, budeme predpokladat,
zZe ta Cisla mame jiz sefazena. To znamenad, ze mame danou posloupnost
¢isel {a, }5°, a chceme tato ¢isla secist (v tomto poradi).

Jak budeme postupovat:



1. Vezmeme ¢islo aq, pricteme k nému ¢islo as, k vysledku pricteme
az, k vysledku a4 a tak dale . ..
Tento proces ovsem nikdy neskon¢i, nemame posledni krok. Misto
toho mame nekonec¢nou posloupnost

§1 = a1,

Sg = a1 + ag,

S3 = a1 + as + az (= s2 + a3),
Sg=a1+a+2+ a3+ a4 (= 3+ ay),

S =01+ + A (= Sm—1 + Q)

2. Mame tedy posloupnost {s,, }>°_;, které fikdme posloupnost ¢dstecnych
souctu.
Protoze tato posloupnost je nekonecnd, nemd posledni ¢len, je
prirozené za soucet celé posloupnosti {a,} prohldsit limitu po-
sloupnosti {s,,} (pokud ovsem existuje).

Oproti pripadu, kdy s¢itdme 1000 ¢isel (coz 1ze udélat vzdy, a vysledkem

vvvvvv

Muze se stat, ze lims,, existuje a je vlastni. Pak fikame, Ze tada

> | an konverguje (a jejim souctem je lim s,,).

Muze se stét, ze lim s, existuje a je nevlastni (tj. lims,, = +00 nebo
lims,, = —oo). Pak fikdme, ze fada )~ a, diverguje a mé soucet
+00 nebo —oo.

o0

Mize se také stét, ze lim s, neexistuje. Pak fikame, ze fada ) >~

diverguje a nema soucet (nebo téz osciluje).
Neékolik priklada
LY 2 1=+o00:

Posloupnost {a,, } je konstantni posloupnost tvofena samymi jednickami.
Tedy castecné soucty jsou

an

Spm=a1+ - -+a,=1+--+1=m
—_——

m- kI' Eit



a plati
lim s, = lim m = +o0.
m—0o0 m—0o0

. Soucet geometrické fady Y °, 2", kde z € R.

Piipad z = 1 tesi predchozi piiklad. Predpoklddejme tedy, ze = #
1. V tom pripadé muzeme spocitat ¢astetné soucty znamym trikem
nasledovné:
Spp=a+ 2%+ 2™,
TSy = 2%+ 2 - ™

tedy
m+1 T

' — 2, neboli s, = ——,
x—1

Sz —1) = 2™t

kteryzto vzorecek je téz dobte znamy. Dale rozlisime nékolik pripadu:

€ (=1,1): V tomto pifpadé 2™ — 0 (jak vime z Kapitoly II), a
tedy podle véty o aritmetice limit je

X

lim s, = .
m—00 1—2x2

V tomto piipadé tedy rada D -, 2" konverguje a jeji soucet je
X

r—1"
x> 1: V tomto pifpadé 2™ — +oo (jak vime z Kapitoly II), a tedy
podle véty o aritmetice limit (poznamenavam, ze z — 1 > 0) je

lim s, = +o0.
m—00

V tomto pripadé tedy fada Y -, 2™ diverguje a jeji soucet je +o0o.

r < —1: V tomto ptipadé posloupnost {z™*'} nemd limitu, protoze
™t —00 a 2?2 — 400 (jak vime z Kapitoly II), a tedy
podle véty o aritmetice limit (poznamendvam, ze z — 1 < 0) je

lim sy, =400 a lim S9, 11 = —0.
m—0o0 m—00

. . . -« [e'e) n . . ’
Tedy lim s,, neexistuje, a proto fada » -, 2™ diverguje a nema
soucet.

x = —1: V tomto ptipadé sy, = 0 a Sop11 = —1. Tedy lim s,, neexis-
tuje, a proto fada » - x™ diverguje a nemd soucet.
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3. 2 (=)™

Tento piiklad je zahrnut v predchozim pro x = —1, ale stoji za to si ho
probrat jesté zvlast.
Jest

S1 = —1,

82:—1+1:0,
s3=—14+1—1=—1,
si=—-14+41-141=0,

Som=—14+1-141—...—-14+1=0
0 0 0
m-krat
Somr1r=—1+1-1+1—... —1+1-1=—-1,
0 0 0o
m-kI‘éLt

Tedy lim s,,, neexistuje a fada nemé soucet.

oo 1
4. anl n(n+1) "
Uvédomme si, ze

11
nin+1) n n+1’
a proto
1 n 1 1 T 1 i 1
Sm: e
1.2 2. (m—1m  m(m+1)

EIHER IR AT

tedy fada konverguje a jeji soucet je 1.

(Vzorec s, = 1 — m+r1 1ze téz snadno dokazat matematickou indukei.)



1
5. fo:l n
Céstecné soucty maji tvar
1

1
Sm=1d =4+ —.
2 m

Posloupnost {s,,} je ziejmé rostouci. Podle véty o limité monoténni
posloupnosti ma limitu.

Pro kazdé m € N plati

S2m_5m:—+...+_>_+...+_:m._:

neboli S9,, > S + % Protoze s; = 1, dostaneme
k
Sok Z 1 + 5

pro k € N. Specidlné sqr — +00.
Protoze lim s, existuje, nutné s,, — 400 (diky vété o limité vybrané
posloupnosti). Proto rada diverguje a jeji soucet je +oc.

6. Uvazme fadu
1 1 1 1

[ R
Tty Tyt
tj. fadu > | a,, kde
! ! ke N
agp_1 — —— a a = —— Pro .
T T

Je vidét, ze pro m € N plati

1
Som—1 = Qo1 = ——— & So,, = 0.
2m—1 S e T
Tedy s9,—1 — 01 S9,,, — 0, a tedy s,, — 0. Proto fada konverguje a
ma soucet 0.



7. Uvazme radu
1+1—-14+141—-1+1+1-1+...,

tj. fadu > | a,, kde

—1, pokud n je délitelné 3,
a, =
1, pokud n neni délitelné 3.

Vidime, ze pro kazdé n € N je
Gp + Qpi1 + Apio = 1;

protoze dva ze sCitancu se rovnaji 1 a jeden se rovna —1. Proto pro
kazdé k € N je

S3k =k, S3p1 = k + 1, 83510 = k.

Tudiz s,, — +oo (napftiklad diky tomu, ze s,, > % pro kazdé m € N).
Tedy tada diverguje a ma soucet +oo.

Poznamka: Porovnejme fady z prikladu 3 a 7. Tyto dvé rady maji stejné
¢leny, ale jsou usporadany v jiném poradi.

V obou ptikladech jsou rady tvotfeny pouze ¢isly 1 a —1, pricemz kazdé z
nich se opakuje nekonec¢nékrat.

V piikladu 3 jsou usporadény tak, ze se pravidelné stiidaji (zacneme s —1,
pricteme 1, pak —1, pak zas 1, atd.). Proto ¢dstecné soucty jsou stiidave
—1 a 0 a fada nema soucet.

V prikladu 7 jsou ¢leny rady usporadané jinak — po dvou ¢lenech 1 vzdy
nasleduje jednou —1. Tedy cdstecné soucty se tvori dle schématu ,,dva kroky
vpred a jeden vzad“. Proto maji limitu +oo. (Jinym uspoirddanim, napiiklad
sjeden krok vpred a dva vzad“, bychom mohli docilit toho, aby soucet byl
—00.)

Toto porovnani ukazuje, ze predpoklad, ze mame cisla, ktera chceme secist,
usporadana do posloupnosti, je dulezity. Pokud tataz ¢isla usporadame ji-
nak, muzeme dojit k jinému vysledku. Jesté lepsi ilustraci jsou nasledujici
dva priklady tad s jinak usporadanymi ¢leny rady z prikladu 6.



8. Uvazme radu

1 1+1 1+1+1 1+1+ +1 1+1+ +1 1+
2 2 3 4 3 5 8 4 9 16 5

Tato fada ma stejné ¢leny jako fada z prikladu 6, ale jsou jinak usporadané.
Kladné ¢leny se vyskytuji ,,vyrazné castéji“. Po stejném zacatku
T
2 2
se bloky kladnych ¢lent

1 11 1 1 1 1 1

g—l-z,g—f—“‘—i-g,§+“'+1—6,...,2k—+1+‘”+ﬁ,...
pravidelné stiidaji s jedotlivymi zdpornymi ¢leny
1 1 1 1
LUt me HEE
Souéet prvnich k 4 2 + 25! ¢lent fady je
1 1—|—1 1+1—|—1 1+1+ +1 1+1—|— —|-1
S — — _ — — — _— — P _ — -
ka2t 2 234 3'5 8 49 16
—— ~— —
0 >} >} >}
TIPS N !
2k +1 28+ 4+ 2
>1 1+1 1+1 1+ +1 1 >k_>+
—_—— — —_—— — —_—— — .. B —— —_— m
-2 3 2 4 2 5 2 kE+276
e e e Ve —
1 >1 >1 >1
.6 Z% Z% 2% .
k-krat

Vsimnéme-si, ze pro kazdé m > k + 2 + 281 je s, > 8340 0601 > %:
Pokud pri¢itame kladné cleny, ¢astecny soucet se zvétsi. O néco klesne
jen pii pri¢teni zaporného ¢lenu. Ale klesne o méné, nez ¢ini prirustek
za predchozi blok kladnych ¢lenu, jak plyne z predchoziho vypoctu.
Nyni snadno dokazeme, ze s, — 400:

Necht C' € R je libovolné. Protoze % — 400, existuje kg, ze pro k > kg
je % > C'. Pak pro m > ko + 2 + 2ko+! je 5, > Skot242ko+l = %0 > (.

Tedy tada diverguje a ma soucet +oo.

7



9. Uvazme radu

] 1+1 1+1+1 1 1+1+ +1 1 1+
2 2 3 4 3 4 5 g8 5 8

Tato fada mé stejné cleny jako fady v prikladech 6 a 8, ale v jiném
poradi. Tentokrat se pravidelné stiidaji bloky kladnych ¢lenu (stejné
jako v piikladu 8) a jim odpovidajici bloky zapornych ¢lenu.

Pro ¢astecné soucty dostavame
SQIO, 8420, 58:0; 816:(),

Obecné sy = 0 pro kazdé k € N. Na druhou stranu pro kazdé k € N je

1 1 1
82k+2k71: Sok +\2]€_1T++?Z§
=0

R

Z toho vyplyvd, ze lim s, neexistuje (jedna vybrand posloupnost ma
limitu 0, jind vybrana posloupnost je zdola omezena ¢islem %, tedy
rozhodné nem4, limitu 0). Rada tedy nem4 soucet.

K Véte VIIL.1:

e Dukaz je velmi snadny: Predpokladejme, ze fada konverguje. Pak jejim
souctem je néjaké realné cislo, oznacme je s. Soucet je definovan jako
limita posloupnosti ¢asteénych souctu {s,}. Mame tedy s, — s.

Nyni si uvédomime, ze s,,11 — S, = apt1, a tedy

lima,; =lim(s,41 — s,) =lims,;; —lims, =s—s=0,
kde jsme pouzili vétu o aritmetice limit.
Tedy a,+1 — 0, coz je totéz jako a, — 0.

e V dukazu bylo podstatné, ze souc¢tem je realné ¢islo, abychom mohli
pouzit vétu o aritmetice limit (aby byl definovan rozdil s — s).

e Tato véta se nazyva ,nutna podminka konvergence®. Tedy, k tomu, aby
fada ) a, konvergovala, je nutné, aby a, — 0.

Podminka ovSem neni postacujici. Muze se stat, ze a, — 0, a pritom
fada ) a, diverguje. Svédéi o tom napiiklad pitklady 5, 8, 9.
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e Vyznam a pouziti této véty: Tato véta je dulezitd pro pochopeni, co
znamena konvergence fady a pouziva se v diukazech rady dalsich vét.

Kromé toho déava snadné kritérium, jak poznat, ze nékteré rady diver-
guji. Pokud a, 4 0, pak ) a, diverguje.

Tak naptiklad to, ze fady z piikladu 3 a 7 diverguji plyne ihned z Véty
VII.1. Ale tato véta nam neumozni rozlisit, zda fada ma soucet +o0,
—00, nebo nem4 soucet.

e Dalsf pifklad na aplikaci: Rada > o2 sin(nz) konverguje, prave kdyz
je celociselny nésobek .

Pokud z je celo¢iselny ndsobek 7, pak sin(nz) = 0 pro kazdé n € N,
a tedy vSechny cleny tady jsou nulové. Proto fada konverguje a ma
soucet 0.

Predpokladejme, ze x neni celociselny nasobek w. Pak sin(nz) 4 0. To
se dé dokazat nasledujicim znamym trikem:

Necht sin(nz) — 0. Pak i sin((n + 2)z) — 0, podle véty o aritmetice
limit je

sin((n + 2)z) — sin(nz) — 0.
Podle goniometrickych vzorecku vime, ze

(n+2)2x+n:r sin (n+2)x—nx

sin((n+2)x)—sin(nz) = 2 cos 5

Tedy
2cos((n+ 1)z)sinz =3 0.

Protoze x neni celociselny nésobek 7, je sinx # 0, a tedy
cos((n+ 1)z) — 0.
Protoze dle predpokladu je i sin((n + 1)z) — 0, véta o aritmetice limit
dava
sin?((n + 1)z) + cos?((n + 1)z) — 0% + 0% = 0.

Vyraz na levé strané je vSak roven 1, tedy dostavame 1 — 0, coz je
Spor.

Mame tedy sin(nz) 4 0, a tedy fada diverguje.
Cviceni: Ukazte, Ze Y - cos(nx) nekonverguje pro Zddné x € R.

9
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K Vaéticce VII.2:

e Dukaz snadno plyne z véty o aritmetice limit:
(i) Necht s,, je m-ty ¢dstecny soucet fady > a,. Pak m-ty c¢dstecny
soucet fady ) Aay je roven \s,, a ziejmé

lim As,,, = Alim s,,.

(ii) Necht s,, je m-ty ¢dstecny soucet fady > a, a t,, je m-ty cdstecny
soucet fady > b,. Pak m-ty ¢astecny soucet fady » . (a,+b,) je roven
Sm + tm a zfejmé

lim(s,, + t,) = lim s,,, + lim ¢,,,.

e Protoze mame vétu o aritmetice limit i pro nevlastni limity, 1ze vétu
modifikovat i pro fady se souc¢tem +o0o nebo —oo. Pak v bodé (i) je
tfeba rozlisit znaménka a v bodé (ii) je tfeba pridat predpoklad ,je-li
soucet na pravé strané definovan*.

e Piimé pouziti této véty ilustruji nasledujici priklady:

— Zflo:l(%n—i—n(nlﬂ)) konverguje a jeji soucet je 14+1 = 2 (viz piiklady
2a4).
- Zzozl(% — 37) = 400 (viz piiklady 5 a 2).

e Véta lze pouzit i nepiimo. Ilustruje to nésledujici priklad:

Necht a, je n-ty ¢len fady z prikladu 9. Pak fada - (a, + 2%) di-
verguje a nema soucet.

Piedpokladejme totiz, ze tato fada ma soucet s. Protoze >~ | 5+

(viz piiklad 2) a
1 1

an:(an+2_n)_2_na

dostaneme

[o.¢]
E a, =s— 1.
n=1

To je ale spor s tim, ze fada Y, a, nemd soucet (podle piikladu 9).
Proto rada z tohoto ptikladu nema soucet.
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K zavérecnym poznamkam

(1)

Necht s, je m-ty ¢dstecny soucet fady D> a, a t, je m-ty Cdstetny
soucet fady ) by.

Z piedpokladu plyne, Ze pro m > ng je Sy, — Sny = tm — tn,, neboli
by, = Sm — Sng T lng & Sy = by — tng + Spy-

Proto je (z véty o aritmetice limit) zfejmé, ze

Z a, konverguje < lim s, existuje vlastni
n
& limt, existuje vlastni & Z b,, konverguje

n

Tedy, pokud jedna z fad konverguje, konverguje i druhé (a pokud jedna
diverguje, diverguje i druhd). Pokud fady konverguji, jejich soucet se
list 0 s,y — tpg-
Tento piipad je podobny: Necht s, je m-ty ¢dstecny soucet fady »_ ay,
a t,, je m-ty ¢astecny soucet fady . a,in_1. Pak pro kazdé m > N
plati

Sm = SN-1+ tm—Ny1-
Tedy, pokud konverguje fada ) a,+ny_1, konverguje i fada ) a, (a
soucty se lisi 0 sy_1).

Obracené, prom > 1 je
lm = SN—1+m — SN-1,
tedy, konverguje fada ), a,, konverguje i fada Y anyn_1.

Tato poznamka se casto vyjadiuje intuitivnim tvrzenim, ze ,prvnich
par ¢lenu konvergenci fady neovlivni®. Tedy neovlivni to, zda rada kon-
verguje nebo ne, samoziejmé muze ovlivnit hodnotu souctu.
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