
K odd́ılu VII.2 – druhá část

Úvodńı poznámky:

• Srovnávaćı kritéria (Věty VII.3, VII.3’ a VII.5) nám poskytuj́ı metody,
jak zjistit, zda daná řada konverguje, pomoćı jej́ıho srovnáńı s jinou
řadou, o které to již v́ıme.

Abychom tato kritéria mohli efektivně použ́ıvat, potřebujeme mı́t nějakou
zásobu řad, s nimiž můžeme srovnávat.

V odd́ılu VII.1 jsme v př́ıkladu 2 analyzovali konvergenci geometrické
řady. Na porovnáńı s geometrickou řadou jsou založeny Věty VII.6 a
VII.7.

Věta VII.8 potom dává jemněǰśı škálu řad, které konverguj́ı či diverguj́ı

”
pomaleji než“ geometrická řada.

• Uvedené věty samozřejmě nestač́ı pro vyšetřeńı konvergence každé řady
s nezápornými členy. Existuj́ı jemněǰśı kritéria, kterými se ovšem ne-
budeme zabývat. Ani ta ovšem nezahrnuj́ı všechny myslitelné řady.

K Větě VII.6:

• Důkaz bodu (i):

Označme L = lim n
√
|an|. Podle předpokladu limita existuje a plat́ı

L < 1. Protože jde o limitu posloupnosti nezáporných č́ısel, je L ≥ 0
(věta o limitě a uspořádáńı).

Zvolme nějaké q ∈ (L, 1). (To lze, protože L < 1.)

Pak plat́ı lim n
√
|an| < q. Tedy podle věty o limitě a uspořádáńı existuje

n0 ∈ N, že
∀n ≥ n0 : n

√
|an| < q. (◦)

Odtud plyne (umocněńım nerovnosti na n-tou, což lze udělat, protože
funkce x 7→ xn je rostoućı na 〈0,+∞)), že

∀n ≥ n0 : 0 ≤ |an| < qn.

Protože q ∈ (0, 1), řada
∑

n q
n konverguje (viz př́ıklad 2 v odd́ılu VII.1).

Nyńı z Věty VII.3’(i) plyne, že konverguje i řada
∑

n |an|, tedy řada∑
n an konverguje absolutně.

T́ım je d̊ukaz dokončen.
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• Důkaz bodu (ii):

Předpoklad ř́ıká, že lim n
√
|an| > 1. Tedy podle věty o limitě a uspořádáńı

existuje n0 ∈ N, že
∀n ≥ n0 : n

√
|an| > 1.

Odtud plyne (umocněńım na n-tou), že

∀n ≥ n0 : |an| > 1. (∗)

Z toho ovšem plyne, že an 6→ 0. (Kdyby totiž platilo an → 0, z definice
limity by plynula existence n1 ∈ N, že pro n ≥ n1 plat́ı |an| < 1. To je
ve sporu s (∗).)
Proto řada

∑
n an diverguje podle Věty VII.1 (neńı splněna nutná

podmı́nka konvergence).

• Použitelnost věty: Tato věta je použitelná (koneckonc̊u jako každá ma-
tematická věta) jen v př́ıpadě, že jsou splněny jej́ı předpoklady.

V tomto př́ıpadě to znamená, že větu lze použ́ıt pouze v př́ıpadě, že

– umı́me spoč́ıtat lim n
√
|an|,

– a tato limita vyjde r̊uzná od 1.

Speciálně, pokud limita neexistuje nebo vyjde 1, věta nic neř́ıká (a
muśıme zvolit jinou metodu).

To ilustruj́ı i následuj́ıćı dva př́ıklady. Vı́me, že

řada
∞∑
n=1

1

n2
konverguje a řada

∞∑
n=1

1

n
diverguje

a přitom

lim
n

√
1

n2
= lim

n

√
1

n
= 1.

• Pokud limita vyjde 1, věta je zcela nepoužitelná, jak ilustruj́ı dva právě
uvedené př́ıklady. Pokud však limita neexistuje, někdy lze použ́ıt neli-
mitńı verze této věty:

Předpokládejme, že existuje q ∈ (0, 1) a n0 ∈ N, že pro n ≥ n0 plat́ı
n
√
|an| < q. Pak řada

∑
n an konverguje absolutně.

Důkaz byl vlastně proveden v rámci d̊ukazu bodu (i), stač́ı zač́ıt od (◦).
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K Větě VII.7:

• Důkaz bodu (i):

Označme L = lim |an+1|
|an| . Podle předpokladu limita existuje a plat́ı L <

1. Protože jde o limitu posloupnosti nezáporných č́ısel, je L ≥ 0 (věta
o limitě a uspořádáńı).

Zvolme nějaké q ∈ (L, 1). (To lze, protože L < 1.)

Pak plat́ı lim |an+1|
|an| < q. Tedy podle věty o limitě a uspořádáńı existuje

n0 ∈ N, že

∀n ≥ n0 :
|an+1|
|an|

< q. (4)

Odtud plyne (vynásobeńım nerovnosti kladným č́ıslem |an|), že

∀n ≥ n0 : |an+1| < q|an|.

Odsud matematickou indukćı dokážeme, že

∀n ≥ n0 : |an| ≤ |an0|qn−n0 .

(Pro n = n0 plat́ı rovnost. Pokud nerovnost plat́ı pro nějaké n ≥ n0,
pak

|an+1| < q|an| ≤ q · |an0|qn−n0 = |an0|qn+1−n0 ,

a tedy nerovnost plat́ı i pro n+ 1.)

Máme tedy
∀n ≥ n0 : 0 ≤ |an| ≤ |an0 |qn−n0 .

Protože q ∈ (0, 1), řada
∑

n q
n konverguje (viz př́ıklad 2 v odd́ılu VII.1).

Podle Větičky VII.2 konverguje i řada

∞∑
n=1

|an0|
qn0

qn =
∞∑
n=1

|an0|qn−n0 .

Nyńı z Věty VII.3’(i) plyne, že konverguje i řada
∑

n |an|, tedy řada∑
n an konverguje absolutně.

T́ım je d̊ukaz dokončen.
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• Důkaz bodu (ii):

Předpoklad ř́ıká, že lim |an+1|
|an| > 1. Tedy podle věty o limitě a uspořádáńı

existuje n0 ∈ N, že

∀n ≥ n0 :
|an+1|
|an|

> 1.

Odtud plyne (vynásobeńım |an|), že

∀n ≥ n0 : |an+1| > |an|.

Odsud snadno plyne, že

∀n ≥ n0 : |an| ≥ |an0| (�)

(např́ıklad matematickou indukćı; posloupnost {|an|}∞n=n0
je rostoućı).

Z toho ovšem plyne, že an 6→ 0. (Kdyby totiž platilo an → 0, z definice
limity by plynula existence n1 ∈ N, že pro n ≥ n1 plat́ı |an| < |an0|
(uvědomme si, že |an0| > 0). To je ve sporu s (�).)

Proto řada
∑

n an diverguje podle Věty VII.1 (neńı splněna nutná
podmı́nka konvergence).

• Použitelnost věty: I tato věta je použitelná jen v př́ıpadě, že jsou
splněny jej́ı předpoklady.

V tomto př́ıpadě to znamená, že větu lze použ́ıt pouze v př́ıpadě, že

– umı́me spoč́ıtat lim |an+1|
|an| ,

– a tato limita vyjde r̊uzná od 1.

Speciálně, pokud limita neexistuje nebo vyjde 1, věta nic neř́ıká (a
muśıme zvolit jinou metodu).

To ilustruj́ı stejné dva př́ıklady jako u Věty VII.6. Vı́me, že

řada
∞∑
n=1

1

n2
konverguje a řada

∞∑
n=1

1

n
diverguje

a přitom

lim

1
(n+1)2

1
n2

= lim
1

n+1
1
n

= 1.
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• Pokud limita vyjde 1, věta je zcela nepoužitelná, jak ilustruj́ı dva právě
uvedené př́ıklady. Pokud však limita neexistuje, někdy lze použ́ıt neli-
mitńı verze této věty:

Předpokládejme, že existuje q ∈ (0, 1) a n0 ∈ N, že pro n ≥ n0 plat́ı
|an+1|
|an| < q. Pak řada

∑
n an konverguje absolutně.

Důkaz byl vlastně proveden v rámci d̊ukazu bodu (i), stač́ı zač́ıt od
(4).

K Větě VII.8

• Tato věta poskytuje jemněǰśı škálu řad než předchoźı dvě věty.

Pro řady z této věty totiž předchoźı dvě věty nelze použ́ıt, protože
př́ıslušné limity vyjdou 1.

• Důkaz implikace ⇒:

Dokážeme obměnu, tj.

α ≤ 1⇒
∞∑
n=1

1

nα
diverguje.

Dokazovat to však už nebudeme, protože jsme to již dokázali. Př́ıklad
5 z odd́ılu VII.1 to dokazuje pro α = 1. Př́ıpad α < 1 byl pak dokázán
v př́ıkladu 4 ilustruj́ıćım použit́ı Věty VII.3.

• Důkaz implikace ⇐:

Dokazujeme tedy implikaci

α > 1⇒
∞∑
n=1

1

nα
konverguje.

Použijeme přitom podobný trik jako při d̊ukazu divergence
∑

n
1
n
.

Necht’ α > 1.

Označme sm m-tý částečný součet řady
∑

n
1
nα

, tj.

sm = 1 +
1

2α
+ · · ·+ 1

mα
.
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Protože řada má kladné členy, je posloupnost {sm} rostoućı. Podle
věty o limitě monotónńı posloupnosti má tedy limitu (vlastńı nebo
nevlastńı).

Každá vybraná posloupnost má stejnou limitu. Proto, chceme-li dokázat,
že řada konverguje, tj. že posloupnost {sm} má vlastńı limitu, stač́ı
dokázat, že nějaká vybraná posloupnost má vlastńı limitu.

Dokážeme to pro posloupnost s2k . K tomu účelu odhadněme rozd́ıl
s2k+1 − s2k :

s2k+1 − s2k =
1

(2k + 1)α
+

1

(2k + 2)α
· · ·+ 1

(2k+1)α

≤ 1

(2k + 1)α
+

1

(2k + 1)α
· · ·+ 1

(2k + 1)α︸ ︷︷ ︸
2k-krát

≤ 2k

(2k + 1)α
≤ 2k

(2k)α
= (2k)1−α = (21−α)k.

Máme tedy
s2k+1 ≤ s2k + (21−α)k

pro každé k ∈ N ∪ {0}. Tedy

s20 = s1 = 1,

s21 = s1 + (s2 − s1) ≤ 1 + (21−α)0,

s22 = s2 + (s4 − s2) ≤ 1 + (21−α)0 + (21−α)1,

s23 = s4 + (s8 − s4) ≤ 1 + (21−α)0 + (21−α)1 + (21−α)1,

...

s2k+1 = s2k + (s2k+1 − s2k) ≤ 1 + (21−α)0 + (21−α)1 + · · ·+ (21−α)k−1 + (21−α)k,

...

Matematickou indukćı tedy dostáváme

s2k ≤ 1 +
k−1∑
j=0

(21−α)j

pro každé k ∈ N.
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Protože α > 1, je 1− α < 0, a tedy 21−α ∈ (0, 1).

Podle př́ıkladu 2 z odd́ılu VII.1 geometrická řada

∞∑
j=0

(21−α)j

konverguje a má součet 1
1−21−α (uvědomme si, že zde sč́ıtáme od j = 0,

ne od j = 1 jako v odd́ılu VII.2).

Proto máme

∀k ∈ N : s2k ≤ 1 +
1

1− 21−α .

Tedy posloupnost {s2k} je shora omezená.

Protože tato posloupnost je též rostoućı, podle věty o limitě monotónńı
posloupnosti má vlastńı limitu.

Jak jsme vysvětlili na začátku, plyne z toho, že řada konverguje.

• Tato věta v kombinaci s Větou VII.5 umožňuje vyšetřit konvergenci
mnoha řad, jak uvid́ıme třeba v př́ıkladech ze supersemináře. Zde uvád́ım
několik jednoduchých př́ıklad̊u bez podrobného vysvětleńı řešeńı:

1.
∑∞

n=1
n+1
n2+3

diverguje, protože limn→∞

n+1

n2+3
1
n

= 1 a
∑

n
1
n

diverguje.

2.
∑∞

n=1(1− cos 1
n
) konverguje, protože limn→∞

1−cos 1
n

1
n2

= 1
2

a
∑

n
1
n2

konverguje.

3.
∑∞

n=1
logn
n2 konverguje, protože limn→∞

logn

n2
1

n3/2

= 0 a
∑

n
1

n3/2 konver-

guje.
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