K oddilu VII.2 — druha ¢ast
Uvodni poznamky:
e Srovnavaci kritéria (Veéty VIL.3, VIL.3” a VIL.5) ndm poskytuji metody,

jak zjistit, zda dana tada konverguje, pomoci jejiho srovnani s jinou
fadou, o které to jiz vime.

Abychom tato kritéria mohli efektivné pouzivat, potrebujeme mit néjakou
zasobu fad, s nimiz muzeme srovnavat.

V oddilu VII.1 jsme v piikladu 2 analyzovali konvergenci geometrické
rady. Na porovnani s geometrickou fadou jsou zalozeny Véty VIL.6 a
VIL.7.

Véta VIL.8 potom dava jemnéjsi skalu tad, které konverguji ¢i diverguji

,pomaleji nez“ geometricka rada.

e Uvedené véty samoziejmé nestaci pro vysetieni konvergence kazdé rady
s nezapornymi cleny. Existuji jemnéjsi kritéria, kterymi se ovSem ne-
budeme zabyvat. Ani ta ovSem nezahrnuji vSechny myslitelné rady.

K Veéte VII.6:
e Dikaz bodu (i):

Ozna¢me L = lim {/|a,|. Podle predpokladu limita existuje a plati
L < 1. Protoze jde o limitu posloupnosti nezdpornych ¢isel, je L > 0
(véta o limité a usporadani).

Zvolme néjaké g € (L,1). (To lze, protoze L < 1.)

Pak plati lim {/|a,| < ¢. Tedy podle véty o limité a usporadéni existuje

ng € N, 7e
Vn > ng: V/|an] < q. (o)

Odtud plyne (umocnénim nerovnosti na n-tou, coz lze udélat, protoze
funkce x — 2" je rostouci na (0, +00)), ze

Vn >mng: 0 < |a,| <q".

Protoze g € (0, 1), fada ), ¢" konverguje (viz piiklad 2 v oddilu VIL.1).

Nyni z Vety VIL3'(i) plyne, ze konverguje i fada ), |a,|, tedy fada
>, an konverguje absolutné.

Tim je dukaz dokoncen.



e Diikaz bodu (ii):
Predpoklad 1ik4, ze lim {/|a,| > 1. Tedy podle véty o limité a usporadani

existuje ng € N, ze
Vn > mng: y/|an] > 1.

Odtud plyne (umocnénim na n-tou), ze
Vn > ng : la,| > 1. (%)

Z toho ovsem plyne, ze a,, /4 0. (Kdyby totiz platilo a,, — 0, z definice
limity by plynula existence n; € N, ze pro n > ny plati |a,| < 1. To je
ve sporu s (x).)

Proto fada ) a, diverguje podle Véty VIL.1 (neni splnéna nutnd
podminka konvergence).

e Pouzitelnost véty: Tato véta je pouzitelna (koneckoncu jako kazda ma-
tematicka véta) jen v piipadé, Ze jsou splnény jeji predpoklady.

V tomto pripadé to znamenad, ze vétu lze pouzit pouze v pripade, ze

— umime spocitat lim {/]ay,|,

— a tato limita vyjde ruzna od 1.
Specidlné, pokud limita neexistuje nebo vyjde 1, véta nic neiikd (a
musime zvolit jinou metodu).
To ilustruji i nésledujici dva ptiklady. Vime, ze

o0

1 1
rfada Z e konverguje a fada Z - diverguje
n=1

n=1
/1 1
lim"—Qzlimi/jzl.
n n

e Pokud limita vyjde 1, véta je zcela nepouzitelnd, jak ilustruji dva prave
uvedené priklady. Pokud vsak limita neexistuje, nékdy lze pouzit neli-
mitni verze této véty:

a pritom

Predpokladejme, ze existuje ¢ € (0,1) a ng € N, ze pro n > ng plati
{/|an| < ¢. Pak fada ) a, konverguje absolutné.

Dikaz byl vlastné proveden v rameci dukazu bodu (i), staci zacit od (o).
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K Véte VIIL.7:

e Dikaz bodu (i):

|an+1]

Oznac¢me L = lim Tl Podle predpokladu limita existuje a plati L <
1. Protoze jde o limitu posloupnosti nezapornych ¢isel, je L > 0 (véta
o limité a usporadani).

Zvolme néjaké q € (L,1). (To lze, protoze L < 1.)

Pak plati lim % < q. Tedy podle véty o limité a usporadani existuje
no € N, ze
v > . |an+1|
n>ng: —— <q. (A)
|an|

Odtud plyne (vyndsobenim nerovnosti kladnym éislem |a,|), ze
Vn > ng : ans1] < qlan.

Odsud matematickou indukci dokazeme, ze

Vn > ng o |an| < lanlg" .
(Pro n = ng plati rovnost. Pokud nerovnost plati pro néjaké n > ny,
pak

n+1—ng

n—mo __
= |an,|q :

|an41] < glan] < q - [anglg
a tedy nerovnost plati i pro n + 1.)
Mame tedy
Vn > mng: 0 < |a,| < an|¢" ™.
Protoze ¢ € (0,1), fada ) ¢" konverguje (viz pitklad 2 v oddilu VII.1).
Podle Veéticky VII.2 konverguje i fada

) ’CL | )
> Lol i
n=1 q n=1

Nyni z Vety VIL3'(i) plyne, ze konverguje i fada ), |a,|, tedy fada
>, an konverguje absolutné.

Tim je dukaz dokoncen.



e Diikaz bodu (ii):

lanti]

Predpoklad tika, ze lim Z—:‘ > 1. Tedy podle véty o limité a usporadani
existuje ng € N, ze

Yn > ng [t > 1.
||

Odtud plyne (vyndsobenim |a,|), ze
Vn > ng : lang] > lan.
Odsud snadno plyne, ze
Vn > ng o lan| > |ag,| (O)

(napiiklad matematickou indukef; posloupnost {|a,|};2,, je rostouci).

Z toho ovsem plyne, ze a,, /4 0. (Kdyby totiz platilo a,, — 0, z definice
limity by plynula existence ny € N, ze pro n > ny plati |a,| < |an,|
(uvédomme si, ze |a,,| > 0). To je ve sporu s (OJ).)

Proto fada ) a, diverguje podle Véty VIL.1 (neni splnéna nutnd
podminka konvergence).

e Pouzitelnost véty: I tato véta je pouzitelnd jen v pripadé, ze jsou
splnény jeji predpoklady.
V tomto pripadé to znamena, ze vétu lze pouzit pouze v pripadé, ze

— umfme spoéftat lim 2zl

|‘1n| !

— a tato limita vyjde ruzna od 1.

Specidlné, pokud limita neexistuje nebo vyjde 1, véta nic neiikd (a
musime zvolit jinou metodu).

To ilustruji stejné dva piiklady jako u Véty VIL.6. Vime, ze

=1 =1
rada E — konverguje a rada E — diverguje
n n
n=1 n=1

a pritom




e Pokud limita vyjde 1, véta je zcela nepouzitelnd, jak ilustruji dva prave
uvedené priklady. Pokud vsak limita neexistuje, nékdy lze pouzit neli-
mitni verze této véty:

Predpokladejme, ze existuje ¢ € (0,1) a ng € N, ze pro n > ng plati

lan+1]
lan|

< ¢. Pak tada ) a, konverguje absolutné.
Dikaz byl vlastné proveden v rdamci dukazu bodu (i), staci zacit od
(A).

K Veéte VII.8

e Tato véta poskytuje jemnéjsi skalu fad nez predchozi dvé véty.
Pro tady z této véty totiz predchozi dvé véty nelze pouzit, protoze
prislusné limity vyjdou 1.

e Dukaz implikace =:

Dokazeme obménu, tj.

=1
a<l= Z — diverguje.
na

n=1

Dokazovat to vsak uz nebudeme, protoze jsme to jiz dokazali. Priklad
5 z oddilu VII.1 to dokazuje pro o = 1. Piipad o« < 1 byl pak dokazan
v piikladu 4 ilustrujicim pouziti Véty VII.3.

e Dukaz implikace <:

Dokazujeme tedy implikaci

= 1
a>1= Z — konverguje.
nOé

n=1

Pouzijeme piitom podobny trik jako pii dukazu divergence ) %

Necht o > 1.
Oznatme s, m-ty ¢dstecny soucet fady >, ==, tj.
1 1
Spp=1+—+4-+-4+ —
2¢ me



Protoze fada ma kladné ¢leny, je posloupnost {s,,} rostouci. Podle
véty o limité monoténni posloupnosti ma tedy limitu (vlastni nebo
nevlastni).

Kazda vybrana posloupnost ma stejnou limitu. Proto, chceme-li dokazat,
ze tada konverguje, tj. ze posloupnost {s,,} mé vlastni limitu, staci
dokazat, ze néjaka vybrana posloupnost mé vlastni limitu.

Dokazeme to pro posloupnost s,:. K tomu ucelu odhadnéme rozdil
Sok+1 — Sok!

1 1 1
Sok+1 — Sok = 2 1 1) + (2 1 2)a R —(2k+1)a
< 1 L 1 n 1
— (2k + 1)04 (2k + 1)a (2k+ 1)a
2k—f<}ét
2k 2k

< (Zk — 1)a < (Qk)a — (Qk)l—a — (21—a>k.

Méme tedy
Sok+1 S Sok —+ (217a)k

pro kazdé k € NU {0}. Tedy
S90 = §1 = 1,
o1 =81+ (55— s1) < 1+ (27",
S92 = Sy + (54— 89) < 1+ (217%)°

(21—04)17
S93 = S4 + (88 — 84) <1+ (217 )0 1=a

-+
+ @27+ 27

Sgket = Sb (S — sgr) <1+ (2797 4 (217 4 1 (217 (217,

Matematickou indukci tedy dostavame
k—1

sy <14 (217
j=0

pro kazdé k € N.



Protoze a > 1, je 1 — a < 0, a tedy 217> € (0, 1).
Podle prikladu 2 z oddilu VII.1 geometricka rada

@y

konverguje a ma soucet W (uvédomme si, ze zde séitdme od j = 0,
ne od j =1 jako v oddilu VII.2).

Proto mame

VkeNisgkgl—Fm.

Tedy posloupnost {syx} je shora omezena.

Protoze tato posloupnost je téz rostouci, podle véty o limité monoténni
posloupnosti ma vlastni limitu.

Jak jsme vysvétlili na zacatku, plyne z toho, ze rada konverguje.
Tato véta v kombinaci s Vétou VII.5 umoznuje vysetiit konvergenci

mnoha fad, jak uvidime treba v ptikladech ze superseminéare. Zde uvadim
nékolik jednoduchych prikladu bez podrobného vysvétleni feseni:

[\,3

+
L35 7?2:13 diverguje, protoze lim, . *7* =1 a Z diverguje.

-1
"
00 1 . . . 1— cos% 1
2. Y .~ (1 —cos ) konverguje, protoze lim, —Tr=3a don oz
n
konverguje.
1
oo logn : > 13 ?271 _ 1
3. D1 5" konverguje, protoze lim,, o =~ =0a ) —75 konver-
372
guje.



