K oddilu VII.3 — Leibnizovo kritérium
K Vétée VII.9

e O predpokladech:
Cleny fady jsou tvaru (—1)"a,, fada ma tedy tvar
—a1+as —az+ag—as+ag— ...
Druhy predpoklad, tj. a, — 0, je vlastné nutna podminka konvergence.
Jiz z kapitoly II totiz vime, ze
a, = 0 <= (-1)"a, — 0.

Prvni predpoklad iikd jednak to, ze a, > 0 pro kazdé n, tedy cleny
fady pravidelné stiidaji znaménka (Eleny s lichymi indexy jsou < 0 a

¢leny se sudymi indexy jsou > 0); a pak to, ze posloupnost {a,} je
nerostouci.

e Dukaz véty:

Necht {s,,} znaci posloupnost ¢dstecnych souctu. Cheeme dokdzat, ze
fada konverguje, tj., ze posloupnost {s,, } mé vlastni limitu. To udélame
v nékolika krocich.

Krok 1: Posloupnost {ss,,_1} je neklesajici:

So(m+1)—1 = S2m+1 = Som—1 1 Q2m — Q2m+1 = S2m—1-
—_———
>0

Krok 2: Posloupnost {ss,,} je nerostouct:

S2(m+1) = S2m+2 = Soam —A2m+1 + Q2my2 < Som-

<0

Krok 3: Posloupnost {ss,,_1} je shora omezend, a to ¢islem ss:

Plati so,, = Som_1 + aom, tedy

Krok 2
S9m—1 = Som — Uom < S, < S3.



Krok 4: Posloupnost {ss,} je zdola omezend, a to ¢islem s;:

Plat{
Krok 1
Som = Som—1t A2m = Som—-1 = S1.

Krok 5: Existuji vlastni limity s = lim,, .o Som_1 & t = lim,, o0 Som-
Vime, ze posloupnost {sg,,—1} je neklesajici (Krok 1) a shora ome-
zena (Krok 3), podle véty o limité monoténni posloupnosti ma
tedy vlastni limitu.

Podobné vime, ze posloupnost {ss,, } je nerostouci (Krok 2) a zdola
omezena (Krok 4), podle véty o limité monoténni posloupnosti ma
tedy vlastni limitu.

Krok 6: Plati s = ¢:

t= lim sy, =

. AL |, .
lim (Som_1+agy,) = lm Sgp,_1+ lim ag, = s+0 = s.

Krok 7: Zavér: Vime, ze posloupnosti {se;,—1} a {sa2m} maji vlastni
limitu, a navic stejnou limitu. Proto je tato spoleéna hodnota li-
mitou posloupnosti {s,,} a dukaz je hotov.

Varianta véty: Za stejnych predpokladi konverguje i fada Y oo (—1)"*ta,.
Jde totiz o fadu Y o~ | —(—1)"a, a staci pouzit Véticku VIL.2.

Tedy podstatné je to, ze se znaménka pravidelné stiidaji, ale nezalezi
na tom, kterym znaménkem se zacina.

Mirné zobecnéni véty: Prvni z podminek 1ze nahradit slabsi variantou:
dng € NVn > ng : ani1 > a, > 0.

I v tomto pripadé dostaneme, ze fada konverguje.

To plyne z poznamky (2) na konci oddilu VII.1.

Priklad na aplikaci véty:

Rada >, (_;)n konverguje, protoze {%} je klesajici posloupnost s

limitou 0.

O nutnosti predpokladu:



— Predpoklad, ze a, — 0 je nutny. Pokud totiz a, # 0, pak fada
diverguje podle Veéty VII.1.

— Prvni pfedpoklad, to jest ten, ze {a,} je nerostouci posloupnost
nezapornych cisel, je pottebny, ale ne zcela nutny.
Ze je potiebny znamens, ze v piipadé, Ze nenf splnén, fada kon-
vergovat nemusi. O tom svédci napiiklad fada

1+1 1+1 1+1 1+1
2 2 4 3 6 4 8 7

tj. fada > 07 (—1)"a, kde

n=1
1
A9p—1 = — & A9, = — pron € N.
n 2n

Cleny této fady pravidelné stiidaji znaménka a maji limitu 0.
Podminka monotonie vsak neplati.
Pro ¢astecné soucty plati:

1 1 1
1 1 1 1 1
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Tedy sa, — —o0 (podle piikladu 5 z oddilu VIIL.1).
Rada tedy diverguje. (Lze snadno ukézat, ze s,, — —o0, a tedy
fada mé soucet —o0.)
Ze predpoklad nenf zcela nutny znamend, ze fada muze konver-
govat i v piipadé, ze neni splnén. O tom svédci napiiklad fada

1 1 1 1 1 1
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tj. fada Y-, (—1)"a, kde
1
Qop—1 = — & Aoy, = — pron € N.
-1 = 5 2 3n b
Cleny této fady pravidelné stiidaji znaménka a maji limitu 0.
Podminka monotonie vsak neplati.
Nicméné tada konverguje absolutné, tj. konverguje rada
B 1 1 1 1
Z ——+ +§+§+§+§+
n=1

Duvod je ten, ze pro kazdé n € N plati

1
0 < ap S —ny
< 57
coz ovérime rozlisenim sudych a lichych indext:
1 1 1
Aop—1 = 2_n > 2n—% = 2277,2717
1 < 1 1
oy = — < — = —5—.
2 3n on 227
Protoze ) —r konverguje (je to geometricka fada s kvocientem

\/5) podle srovnavamho kritéria nase fada konverguje absolutné.

e Shrnuti: Véta VII.9 dava jistou postacujici podminku pro konvergenci.
Tedy, mame-li fadu jistého specialniho tvaru, ktera spliuje uvedené
podminky, pak fada konverguje.

Véta VIL.9 neni uréena pro dukaz divergence fady. Pokud nejsou splnény
predpoklady, pak prosté nevime. Rada konvergovat nemusi, ale také
muze. Pro vysetieni je tfeba zvolit jinou metodu.

e Poznamka: Véta se obvykle pouziva k dukazu konvergence tad, které
nejsou absolutné konvergentni. Ale sama o absolutni konvergenci nic
nerika.

Lze pouzit k dukazu konvergence vyse uvedené rady y - %, ktera
neni absolutné konvergentni. Tato fada je tedy neabsolutné konver-

gentni.

Lze ovsem pouzit i k dukazu konvergence rady >~ 2 , ktera rovnéz
splnuje predpoklady. Tato fada je ovSem absolutné konvergentnl takze
jeji konvergenci lze dokazat i jinak (z Véty VIIL4).



