Vysetrovani konvergence fad — pokracovani

Metody reSeni:

e V predchozi varce prikladu jsme probrali metody, jak vySetfovat rady
s nezapornymi ¢leny ¢i absolutni konvergenci. Nyni se zaméfime i na
neabsolutni konvergenci.

e Uloha vysetfit konvergenci fady >, an, muze mit tii ruzné vysledky:

— Rada >, an konverguje absolutné.
To znamend, ze konverguje fada ) |a,| (podle Véty VIL.4 pak
konverguje i fada ) a,).
Pro dukaz absolutni konvergence muzeme pouzit nékterou z vét z
oddilu VIIL.2.

— Rada Y a, diverguje.
K dukazu divergence se pouziva napiiklad nutna podminka kon-
vergence (Véta VII.1), odmocninové ¢i podilové kritérium.

Pro tadu s nezapornymi ¢leny lze pouzit i limitni srovnavaci kritérium
v kombinaci s Vétou VIL.S8.

— Rada >, an konverguje neabsolutné.
To znamend, ze fada ) a, konverguje, alefada ) |a,| diverguje.
Pro dikaz neabsolutni konvergence musime tedy dokazat dveé veéci:

* Divergenci fady ), |an|.
K tomu se nejcastéji pouzije limitni srovnavaci kritérium v
kombinaci s Vétou VIL.8.
Tuto ¢ast obvykle dokazujeme jako prvni. Kdyby nam totiz
vyslo, ze fada ) |a,| konverguje, dostali bychom absolutni
konvergenci a feseni by bylo hotovo.

* Konvergenci fady ) a,.
Pro tento pripad mame vpodstaté jedinou moznost, a to pouzit
Leibnizovo kritérium. To lze ovSsem pouzit jen pro fady ve
velmi specialnim tvaru.
Pokud by neslo pouzit Leibnizovo kritérium, pak by nezbyvalo
nez vymyslet néjakou dalsi metodu.

e Aplikace Leibnizova kritéria:



— Leibnizovo kritérium je pouzitelné pouze pro fady ve specidlnim
tvaru. Zakladni predpoklad je, ze fada pravidelné stiida znaménka,
tj., ze je tvaru

i(—l)”an nebo i(—l)”“an,
n=1 n=1

kde {a,} je posloupnost nezapornych ¢isel.

— Dalsim predpokladem je, ze a,, — 0. To je vlastné nutnd podminka
konvergence. (Kdyby nebyla splnéna, fada by divergovala.)

— Posledni predpoklad je, ze posloupnost {a,} je nerostouci.
To lze nékdy dokézat primo, tj. dokazeme, ze pro kazdé n plati
Apt1 < Q.
Pro diukaz monotonie se nékdy hodi vztah derivace funkce a mo-
notonie, jak uvidime na prikladech.

— Predpoklady Lebnizova kritéria nemusi byt splnény pro celou po-
sloupnost {a,}, staci, aby byly splnény ,od jistého ng déle“.

Priklad 20 ze superseminaie — pokracovani: V zadanych piikladech je
tfeba rozhodnout, zda dand tada konverguje absolutné, konverguje neabso-
lutné ¢i diverguje.

_1)”

N

Piiklad (j) Zlog COS(
n=1

e Uvodni tvahy:

Protoze cos je suda funkce, je cos (?/1%”

> 1
t 1 .
var ; Og COS \/ﬁ

Dale, pro kazdé n € N plati \/iﬁ € (0,1) € (0,%), tedy cos\/iﬁ € (0,1),

_ 1 o .
= cos 7, a tedy nase fada ma

a proto log cos \/Lﬁ < 0.

Proto ma nase rada zaporné cleny. Tedy pro tuto fadu konvergence a
absolutni konvergence znamenad totéz.

[e.9]

Déle tedy budeme vysetiovat fadu absolutnich hodnot, tj. fadu Z (— log cos

n=1

NG

1)



o0

1
Konvergenci tady E <—log cos T) budeme vysSetfovat postupnou
n
n=1

aplikaci limitniho srovnavaciho kritéria.

Protoze cos in — 1 a cos \/%; € (0,1) pro kazdé n, Heineho véta spolu
se zakladni limitou pro logaritmus dava

—log cos = log cos —=
lim —— Y™ — liml—‘/ﬁzl.

n—00 l—cos\/iﬁ n—00 cos\/—ﬁ—l
Protoze limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho kritéria
plati

- 1 - 1
Z (— log cos %) konverguje < Z (1 — Cos %) konverguje.

n=1 n=1

Dale, \/iﬁ — 0 a in > 0 pro kazdé n. Z toho, ze lim,_,, 1=53 = %,

pomoci Heineho véty dostaneme

1—cosL+ 1
lim —— " = =

n—o0 1 2 2
()
Protoze limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho kritéria
plati

1\2
1 — cos —= | konverguje < ( ) konverguje.

2
Protoze Y -, <\/Lﬁ> = Y- L diverguje, kombinacf vyse odvozenych

n=1n

ekvivalenci dostaneme, ze fada ze zadani diverguje.



. Vn24+n—+vn2+17
I3 +n2— nd+1Tn

Piiklad (k): i (—

n=18

e Uvodni uvahy:
Rada je ve tvaru 3°°°  (—1)"a,,.

Protoze pro n > 18 ne n2+n > n?>+17 > 0 a n3 +n? > n®+ 17n, jsou
¢leny tady dobfe definovand a navic a,, > 0 pro n > 18.

Rada tedy pravidelné stiid4 znaménka.

e Chovani posloupnosti {a,} a absolutni konvergence:

Nejprve vysetiime, zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je
splnéna nutna podminka konvergence. K tomu tcelu si upravime a,,:

Vn?+n—vn?+17

vn3+n2—n3+1Tn

()= (2417 (VP +n?)? + VP +n2 - Vnd +1Tn + (Vnd + 17n)?
T (nP+n?) — (nP+1Tn) VN2 +n++v/n?+ 17

no1r (T4 110+ B 1+ B2)
(e
n 17n n<\/1+;+\/1+;>
\3/1+ \/1 '{’/1"‘%‘{'(\3/14'7175)2 AL
=
i+t 1+4

Pomoci standardnich metod vypoctu limit (vhodné rozsifeni, vytknuti

a vykraceni prevladajiciho ¢lenu, aritmetika limit) jsme spocitali, ze
3

an — 5-

n —

3
.

Tedy lim(—1)"a, neexistuje.

e Zavér: Rada diverguje, protoze neni splnéna nutnd podminka konver-
gence.



Piiklad (1): Z (1 —cos(Vn2 4+ 7 —vn2+1)).

e Uvodni uvahy:
Rada je ve tvaru 320 (—1)"a,,.

Protoze cos nabyva pouze hodnot z intervalu (—1,1), je 1 — cosz > 0
pro kazdé x € R. Proto a,, > 0 pro kazdé n.

Rada tedy pravidelné stiid4 znaménka.

e Chovani posloupnosti {a,} a absolutni konvergence:

Nejprve vysetiime, zda tfada konverguje absolutné, pripadné, zda je
splnéna nutna podminka konvergence. K tomu tcelu si upravime a,,:

(n®+7)—(n*+1)
V2 +T74+vn?+1

an=1—cos(vVn2+7—+vn2+1)=1-cos
6
Vn2+7+vVn2+1

=1 — cos

. 6 : 6
Proto,ze Wﬁ — 0, Je‘COSWnTH — 1, a tedy a, — 0.
Nutna podminka konvergence je tedy splnéna.

Konvergenci fady ), a, vySetiime pomoci limitniho srovnévaciho kritéria:
.. T . 6 . ’
Jak uz jsme zminili vyse, je TEe e 0. Protoze ¢leny této po

sloupnosti jsou kladné, z Heineho véty dostaneme

6
L —cos v _ L

lim 5
n—oo 6 2
( Z T/l ‘1)

Protoze limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho kritéria
plati

- 6
1 — cos konverguje
Z( \/n2+7+\/n2+1) -

n=1

oo ) ()
<— konverguje
Z<\/n?+7+\/n2+1) s




2
Vysetteme tedy fadu ) -, (Wm) . Upravime jeji ¢leny:

( 6 )2_ 36
2 2 o 2"
Vn2+7+vVn2+1 n2</71+%+ /71+#>

Tedy

2
6
. <\/n2+7+\/n2+1) . 36
lim = lim
n—oo

36 B
N 2 (Ji+g+yi+k)

Protoze limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho kritéria
plati

N 6 ’ &l _
Z (\/n2 T+ Vet 1) konverguje < Z ) konverguje. (%)

n=1 n=1

Protoze y, - konverguje, z (#x) a (x) plyne, ze Y, a, konverguje.

e Zaver: Rada ze zaddn{ konverguje absolutné.
Piiklad (m): Y (~1)" (\3/n2 P/ 2n)
n=1

e Uvodni uvahy:
Rada je ve tvaru >_°°  (—1)"a,,.

Protoze tieti odmocnina je definovana na celém R, jsou vSechny cleny
fady dobfe definovany.

Déle, pro kazdé n € N je n < 2n, a tedy n2 —n > n?—2n. Proto a,, > 0
pro kazdé n

Rada tedy pravidelné stiid4 znaménka.

e Chovani posloupnosti {a, } a absolutni konvergence: Nejprve vysetiime,
zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je splnéna nutna podminka



konvergence. K tomu ticelu si upravime a,,:

a, =vVn2—n—vn2—2n
(n? —n) — (n? — 2n)
(Vn2—n)2+v/n2 —n-v/n?—2n+ (v/n? —2n)?
n

(@fr=tre+ifi-1- -2+ fi-2p)
1
(G- i h-re g2

Odsud vidime nejprve, ze a,, — 0. Tedy nutnd podminka konvergence
je splnéna.

Wl

n

Rovnéz vidime, ze

an

1
oG- rreih -

Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

—

1
3

oo o0 1
Z a, konverguje < Z —— konverguje.
n=1 n=1 \/ﬁ

diverguje
Protoze ) \3% kemverguje, dostavame, ze ) | a, diverguje.
Tedy rada ze zadani nekonverguje absolutné, ale spliiuje nutnou podminku
konvergence.

e Pokus o pouziti Leibnizova kritéria:

Protoze tada pravidelné stiida znaménka, nekonverguje absolutné a
splnuje nutnou podminku konvergence, je prirozené se pokusit dokazat,
ze konverguje s vyuzitim Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy oveérit jeho predpoklady.

Nékteré z nich jsme jiz ovéiili: Rada je tvaru >, (—1)"a,, a, > 0 a
a, — 0. Zbyva zjistit, zda posloupnost {a,} je nerostouci.


ondrej
Čára

ondrej
Text napsaný psacím strojem
diverguje


Vyse jsme spocitali, ze

1
%((13/1—%)2+€/1_%.i’/l_%+(€/@>2>'

Rozmysleme si, co se stane s a,, pokud se zvétsi n:

Ap =

— Citatel je roven 1, tedy se nezméni.

— Jmenovatel je soucin dvou vyrazu.
Prvni z nich je /n. Tiet{ odmocnina je rostouci, a tedy prvni
¢initel se pri zvétseni n také zvetsi.

— Podivejme se na druhy z ¢initelt:

Pokud zvétsime n, pak se 1 i 2 zmensi, tedy 1 —21 i 1—2 se zvétsi.
n n n n

Protoze treti odmocnina je rostouci, zveétsi se i {’/ 1 - % a {’/ 1 - %
Déle plati, ze pokud mame dvé nezaporna cisla a zvétSime je,
zvetsi se 1 jejich soucin (tj. 0 < 3 <z a0 <y < o = 0 <
T1Yy1 < TaYe). Pro m > 2 plati, ze jak /1 — %, tak i ¢/1 — % jsou
nezaporné. Tedy druhy cinitel se zvétsi, pokud zacindme s n > 2.
— Tedy, pokud zaciname s n > 2, pak se pii zvétSeni n zvetsi i

jmenovatel, a proto a,, se zmensi.

Proto {a,}>°, je klesajici.

To k aplikaci Leibnizova kritéria staci. Z néj tedy plyne, ze fada kon-

verguje.

Pozndmka: Vyse jsme zduvodnili, Ze {a,}2, je klesagici, neboli a,q <
a, pro n > 2. Vysvétleni je psdno tak, aby bylo zrejmé, jak se na
to prijde a proc to plati. Zdroven je to zdivodnéni presné, byt pouZivd
mirné intuitivnt zpiisob vyjadiovdni. Slo by to samoziejmé zapsat formdinéji:

— Pro kazdé n € N plati 0 < /n < v/n+ 1.
— Pro kazdén € N plati ¢ 1—%<{’/1—La§’/1—%<</1—i

n+1 n+1"°

— {1 —=L>0prokazdéneN, {/1—-2>0pron>2.



— Pron > 2 tedy plati
1 1 2 2
0<3%<@H—~AW+V1—_.V1——+(W1——P>
n n n n
1 1 2
< v L ({1———) i’/l— -i’/l— /1 —
ne <( n+1>+ n+1 n+1+(

a tedy

0 < apy1 < ay.

e Zaveér: Rada ze zadani konverguje neabsolutneé.

2Vnt—1—n

Piiklad (n): » (—1)"~——
g VnZ+n—n

e Uvodni tvahy:
Rada je ve tvaru 3°°° (—1)"a,,.
Protoze n? — 1> 01in?+n > 0 pro kazdé n € N, jsou obé odmocniny
dobie definovany.

Dale, a,, je zlomek. Protoze vn? +n > v/n? = n pro kazdé n € N, je
jmenovatel zlomku kladny. Proto jsou vsechny ¢leny fady dobte defi-

novany.
Nakonec, vn? —1 < vn? = n pro kazdé n € N, a tedy citatel zlomku
je zaporny.

Proto a,, < 0 pro kazdé n.
Rada tedy pravidelné sti{d4 znaménka.
e Chovani posloupnosti {—a,, } a absolutni konvergence: Nejprve vySetiime,

zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je splnéna nutna podminka
konvergence. K tomu tucelu si upravime —a,,:

n—vn?—1 n*—0*—1) vn’+n+n

_an: — .
Viitn—n  (n?+n)—n? n4Vn?—1
1 n(y/1+2+1) | /1+1i+1
"on(l41-%) " 14+4/1-%




Odsud vidime nejprve, ze a,, — 0. Tedy nutnd podminka konvergence
je splnéna.

Rovnéz vidime, ze

—a, 1+141
= — 1.

=
n 1+4/1—

Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

oo oo 1
Z(—an) konverguje < Z — konverguje.
n=1 n=1 n

Protoze y, = konverguje, dostévéme, ze >, (—a,) diverguje.

Tedy rada ze zadani nekonverguje absolutné, ale spliuje nutnou podminku
konvergence.

Pokus o pouziti Leibnizova kritéria:

Protoze tada pravidelné stiida znaménka, nekonverguje absolutné a
splnuje nutnou podminku konvergence, je prirozené se pokusit dokazat,
ze konverguje s vyuzitim Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ovérit jeho predpoklady.

Nékteré z nich jsme jiz oveéfili: Rada je tvaru Yo (=D"an, a, < 0 a
a, — 0. Zbyva zjistit, zda posloupnost {—a,} je nerostouci. Vyse jsme
spocitali, ze

Odsud je snadno vidét, ze tato posloupnost je klesajici:
Pokud se zvetsf n, zmensf se £ 1 5.
Proto se

— zmensi ¢initel %,

— zmen§i Citatel zlomku,

10



— zvétsi jmenovatel zlomku.

Protoze vSechny tii tyto vyrazy jsou kladné, celkové se —a,, zmensi.

Proto je posloupnost {—ay,} klesajici. Rada ze zadani tedy konverguje
podle Leibnizova kritéria.

Poznamka: I tentokrat by uvedené argumenty slo zapsat formdalnéji:

Pro kazdé n € N plati:

1 1
® n+1<n’

S 1+ 5 +1</1+1+1,
S 1+/1 - >1+4/1—-%

Tedy —an1 < —ay,.

e Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
Piiklad (o): i(—l)” arctgn - arctg l
n=1 n

e Uvodni uvahy:
Rada je ve tvaru >_°°  (—1)"a,,.
Protoze arctgx > 0 pro x > 0, je a, > 0 pro kazdé n.

Rada tedy pravidelné stiid4 znaménka.

e Chovani posloupnosti {a, } a absolutni konvergence: Nejprve vysetiime,
zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je splnéna nutna podminka
konvergence.

Méame 1
a, = arctgn -arctg — A50.
—— n

3 ~——
2 —0

(Pouzili jsme Heineho vétu a vlastnosti funkce arctg — v 400 mé limitu
% av 0 ma limitu 0.)

Proto je splnéna nutna podminka konvergence.

11



Navic dostavame, ze

an

e
lim T = lim arctgn = —.
n—oo arctg - n—o00 2

Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

o) oo
1

E a, konverguje <= E arctg — konverguje. (o)
n

n=1 n=1

Podivejme se tedy na fadu > -, arctg%. 7 vlastnosti funkce arctg
plyne, ze lim, o *82 = 1 (viz Véticka IV.30(4)). Protoze £ — 0 a
% > 0 pro kazdé n, z Heineho véty plyne

. arctg %
lim T = 1.
n—o00 =
n

Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

o0 o
1 1
Z arctg — konverguje <= Z — konverguje. (00)
n n
n=1 n=1
Protoze ), * diverguje, z (o) a (oo) dostdvame, ze Y., a, diverguje.
Tedy rada ze zadani nekonverguje absolutné, ale spliiuje nutnou podminku
konvergence.
Pokus o pouziti Leibnizova kritéria:

Protoze tada pravidelné stiida znaménka, nekonverguje absolutné a
splnuje nutnou podminku konvergence, je prirozené se pokusit dokazat,
ze konverguje s vyuzitim Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ovérit jeho predpoklady.

Nékteré z nich jsme jiz ovéfili: Rada je tvaru > (—1)"a,, a, > 0 a
a, — 0. Zbyva zjistit, zda posloupnost {a,, } je nerostouci. Pfipomenme,
ze

a, = arctgn - arctg —.
n

12



Funkce arctg je rostouci, a proto, zvétsime-li n, prvni ¢initel (arctgn)
se zvetsl a druhy cinitel (arctg L) se zmensi. Na prvn{ pohled tedy nenf
vidét, zda se jejich soucin (tj. a,) zvétsi ¢i zmensi.

Proto musime a,, vysettit podrobnéji. Uvédomme si, ze pro vysettovani
monotonie posloupnosti moc nastroju nemame, zato pro vysetfovani
monotonie funkci lze vyuzit derivaci.

Vsimnéme si, ze
1
a, = f(n), kde f(z)= arctgx -arctg—
x

a funkce f je spojitd na (0, +o0) (a také na (—oo,0), ale to pro Feseni
prikladu neni podstatné).

Spocteme derivaci funkce f:

f’(]?) = -arctg — + arctgw - } (__)
x

1
= -arctg — + arctgx -
T T

1 1
= 211 . (arctg P arctg x) .
———

>0 <0 Pro z>I

Tedy f' < 0 na (1,400). Protoze f je spojitda na (1,+00), je f kle-
sajici na (1, +00) (véta o vztahu derivace a monotonie funkce, viz Véta

IV.34).

Proto i posloupnost {a,} = {f(n)} je klesajici. Rada ze zadan{ tedy
konverguje podle Leibnizova kritéria.

e Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
)n

=

Piiklad (p): Z

n+cos

e Uvodni uvahy:

Rada je ve tvaru > 2% (—1)"a,,.

13



Pro kazdé n € N plati
2 2

0< < =1,
vn—+4 vVO+4

tedy \/%ﬂ €(0,1) € (0,%), a proto cos\/%ﬂ € (0,1).
VsSechny cleny tady jsou tedy dobie definované a navic je a, > 0 pro
kazdé n.

Rada tedy pravidelné sti{d4 znaménka.

Chovéni posloupnosti {a,, } a absolutni konvergence: Nejprve vySetiime,
zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je splnéna nutna podminka
konvergence.
Mame

1

apn = ) <

n—i—cosﬁ

Nutna podminka konvergence je tedy splnéna.

Protoze cos \/73? € (0,1), zdé se, ze tento sc¢itanec konvergenci fady

— 0.

3|

>, an prilis neovlivni. To vyjadiime pfesné pouzitim limitniho srovnavaciho
kritéria:

. an, . n . 1
lim +— = lim ————— = lim 1 5 =1.
n—oo - n—oo 7, + COS N n—00 1 + 2 .cos -
n n +
—0 €(0,1)
—0

Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

o0 o0 1
Z a, konverguje <= Z — konverguje.
n=1 n=1 n

Protoze L diverguje, dostdvame, ze a,, diverguje.
nn b b) n n

Tedy rada ze zadani nekonverguje absolutné, ale spliiuje nutnou podminku
konvergence.
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e Pokus o pouziti Leibnizova kritéria:

Protoze tada pravidelné stiida znaménka, nekonverguje absolutné a
splnuje nutnou podminku konvergence, je prirozené se pokusit dokazat,
ze konverguje s vyuzitim Leibnizova kritéria.
Zkusme tedy ovérit jeho predpoklady.
Nékteré z nich jsme jiz ovéfili: Rada je tvaru 3, (—1)"an, a, > 0 a
a, — 0. Zbyva zjistit, zda posloupnost {a,} je nerostouci.
Pripomenme, ze

1 2

ap=———4— a Cos € (0,1)
n+cos = vn+4
Proto pro kazdé n € N plati
1 1 - 1
Apy1 = 2 = an
+1 2
n+1l+cos—m——- " n + cos
vn+14+4 vn+4
0 1
> <

Proto je posloupnost {a,} klesajici. Rada ze zadani tedy konverguje
podle Leibnizova kritéria.

e Zavér: Rada konverguje neabsolutné.

vn2+1l—n

Modifikace pfikladu (n): Z(—l)”—
Vil Fn—n

n=1
e Uvodnf tvahy:
Rada je ve tvaru >_°°  (—1)"a,,.

Protoze n? 4+ 1> 01in%+4n > 0 pro kazdé n € N, jsou obé odmocniny
dobte definovany.

Dale, a,, je zlomek. Protoze vn? +n > v/n? = n pro kazdé n € N, je
jmenovatel zlomku kladny. Proto jsou vSechny cleny fady dobte defi-
novany.

Nakonec, vn? 4+ 1 > vn? = n pro kazdé n € N, a tedy citatel zlomku
je rovnéz kladny.

Proto a, > 0 pro kazdé n.

Rada tedy pravidelné stiid4 znaménka.
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e Chovani posloupnosti {a, } a absolutni konvergence: Nejprve vysetiime,
zda fada konverguje absolutné, pripadné, zda je splnéna nutna podminka
konvergence. K tomu tucelu si upravime a,,:

vni+1l-n (n*+1)—n? Vn?2+n+n
an = = .
V24t n—n (MP+n)—n? Vn2+l+n

1 n(y/1+++1) 4 1+1+1

Ton(\ 1+ 5+1) " 1+ S5+

Odsud vidime nejprve, ze a,, — 0. Tedy nutnd podminka konvergence
je splnéna.

Rovnéz vidime, ze
1
a, I+ +1
- =—F7———1
nooyJ1+ 5 +1
Protoze tato limita je kladna a vlastni, podle limitniho srovnavaciho
kritéria plati

o oo 1
Z a, konverguje < Z — konverguje.
n=1 n=1 n

Protoze ., = konverguje, dostévéme, ze >, a, diverguje.
Tedy rada ze zadani nekonverguje absolutné, ale spliiuje nutnou podminku
konvergence.

e Pokus o pouziti Leibnizova kritéria:

Protoze tada pravidelné stiida znaménka, nekonverguje absolutné a
splnuje nutnou podminku konvergence, je ptrirozené se pokusit dokazat,
ze konverguje s vyuzitim Leibnizova kritéria.

Zkusme tedy ovérit jeho predpoklady.

Nékteré z nich jsme jiz ovéfili: Rada je tvaru 3, (—1)"an, a, > 0 a
a, — 0. Zbyva zjistit, zda posloupnost {a,} je nerostouci. Vyse jsme

spocitali, ze
1 J1+3i+41

ap = — - .
o1+ 541
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Pokud zvétsime n, pak prvni ¢initel (%) se zmensi, citatel zlomku se
také zmensi a jmenovatel zlomku se také zmensi. Neni tedy na prvni
pohled ziejmé, zda se a,, zmensi ¢i zvetsi.

Zkusime tedy vyuzit metody pro vySetfovani monotonie funkci.

Vsimneme si, ze

r(vV1+z+1)
Vi+a?+1

a, = f(%), kde f(x)=

a f je funkce spojitd na (—1,400).

Spoctéme derivaci funkce f:

f’()—( -(Wl+z+1)+w-5 ) (VI+a?2+ 1) —a(Vitao+1) ;222
Y (VI+ a2+ 1)

R+ r+VI+r)+2) 1+ 2+ VI42?) - 2221+ 2+ V1 + )
- VIt +1)2- 2117 VI+a?
243+ 2VT+ )1+ 22+ V1+2?) — 2221+ 2+ V1 +2)
B (VIta2+12 2/1 1z V1Tt a2

Tento vyraz je sice komplikovany, ale je z néj ziejmé, ze f’ je spojitd

a (—1,+00) aze f'(0) = 1. Tedy f' > 0 na (—4,0) pro néjaké ¢ > 0.
Proto je f rostouci na (—4,0).

Pokud n € N, n > §, pak 0 < —5 < +, a tedy f(717) < f(5), neboli
An+1 < Q.

Mame tedy a,.1 < a, pron > %, coz staci pro aplikaci Leibnizova
kritéria.
Rada ze zadén{ tedy konverguje podle Leibnizova kritéria.
Pozndmka: f' nebylo treba pocitat. Stacilo si wvédomit, Ze f je tridy
C*® na (—1,400), a tedy f' je spojita. Protoze f(0) =0, je
Vita+1
£(0) = tim L&) _ gy YIFTFEL
z—=0 I x—>0\/1+x2+1

e Zavér: Rada konverguje neabsolutné.
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