K oddilu VI.2 (prvni ¢ast) — reguldrni matice, linedrni kombinace,
linearni nezavislost

K definici regularni matice a inverzni matice

e Motivace: Mame-li ddna (redlnd ¢i komplexni) ¢isla a, b a chceme vyftesit
rovnici ax = b (s nezndmou x), mohou nastat nasledujici moznosti:

a=>b=0:V tomto pripadé je kazdé ¢islo x feSenim.
a=0,b#0: V tomto pripadé rovnice nema zadné reseni.

a # 0 : V tomto pripadé ma rovnice pravé jedno feSeni, které ziskdame
tak, ze rovnici vydélime ¢islem a, tedy = = %

Pritom ,,vydélit rovnici ¢islem a“ znamend vynasobit ji prevracenou

hodnotou (&fslem 1 = a™), kterd existuje pro kazdé nenulové &fslo

(viz oddil 1.3, vlastnosti redlnych ¢isel, osmd vlastnost prvni sku-

piny).

e Jednim z duvodu, proc se zabyvame maticemi, je skutecnost, ze nékteré
dulezité ulohy lze prevést na reseni maticové rovnice AX = B, kde A
a B jsou dané matice a X je nezndmd matice. (Budeme se tim zabyvat
napiiklad v oddilu VI.4). Proto bychom v tomto pfipadé potiebovali
kritéria fesitelnosti a postup feseni podobné, jako mame pro rovnice s
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Uvazujme maticovou rovnici AX = B v ramci ¢tvercovych matic fadu
2. Pak mohou nastat napriklad nasledujici situace:

A i B jsou nulové matice: V tomto piipadeé je kazda matice X (¢tvercova
fadu 2) fesenim.

A je nulova matice a B neni nulova matice: V tomto pripadé rov-
nice nema zadné feseni, protoze leva strana je vzdy nulova matice.
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protoze leva strana ma tvar
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a tedy se nemuze rovnat matici B.

10 10 o . o,
A= ( ) , B = ( ) : V tomto pripadé nema rovnice zadné feseni,



A= (é 8) , B= (é g) : V tomto pripadé ma leva strana opét tvar
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a tedy se rovna matici B, pravé kdyz x1; = 1 a x5 = 2. Tedy
mnozina vSech Teseni je tvorena maticemi
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A= ( 0) : V tomto piipadé ma leva strana tvar
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a tedy rovnice mé pro kazdou B pravé jedno teseni
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— Mize se stat, ze neexistuje feseni i v pripadé, ze A neni nulova.
— Mize se stat, ze rovnice ma nekoneéné mnoho feseni a pritom ne
kazda matice je feSenim.
e Abychom uméli zkoumat resitelnost maticovych rovnic, zavadi se pojem
regularni matice a inverzni matice. Za¢néme s definici inverzni matice:

Necht A je ctvercovd matice vddu n. Pak étvercovou matici B vddu n
nazyvame inverzni matici k A, pokud AB = BA = 1.

Vysvétleni a poznamky:
— Inverzni matice je jakousi nahradou za prevracenou hodnotou cisla.
Matici sice nemuzeme délit, ale muzeme nasobit inverzni matici.

Mame-li maticovou rovnici AX = B jako vyse a C je inverzni
matice k A, pak muzeme rovnici zleva vynasobit C a dostameme

C(AX) = CB,



pricemz levou stranu lze upravit
C(AX) = (CAX=IX=X.

Dostavame tedy feseni X = CB.

— Inverzni matice muze byt jen jedna. Kdyby totiz B a C byly dvé
matice spliujici AB = BA =1 a AC = CA =1, pak plati

B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C.

Proto ddv4 smysl inverzni matici k A oznacit A™' (pokud exis-
tuje).

— Protoze maticové nasobeni neni komutativni, pozadujeme v de-
finici inverzni matice, aby platilo zaroven AB = I i BA = L
Nicméné, jak se presvédéime v oddilu VI.5, stacila by i jedna z
téchto rovnosti, druhd pak plati automaticky (tj. pokud A, B jsou

¢tvercové matice téhoz radu, pak z rovnosti AB = I plyne rovnost
BA =1).

e Necht A je ¢tvercovd matice fddu n. Pak inverzni matice muZze a nemusi

existovat. Napiiklad
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zatimco inverzni matice k A = 0 O> neexistuje, protoze pro kazdou

¢tvercovou matici B fadu 2 ma souc¢in AB nulovy druhy tadek, a tedy
se nemuze rovnat jednotkové matici.

e Ctvercové matice, k nimz existuje inverzni matice, se nazyvaji regularni.
K Vétée VI.4:

e Chceme-li dokazat, ze néjakd matice je regularni, znamena to dokazat,
ze k ni existuje inverzni matice. Napiiklad tak, ze inverzni matici na-
jdeme.

e Dokézat, ze A~! = B znamens dokézat, ze AB = BA = I.



e Diikaz bodu (a): Chceme dokazat, ze (A™1)~! = A. To jest, Ze plati
ATTA = AA =T

To ovSem plati, protoze A~! je inverzni matice k A.

Protoze jsme dokézali, ze k A™! existuje inverzni matice, je A™! re-
gularni.

e Dukaz bodu (b): Dokazme uvedenou rovnost. K tomu potiebujeme
spocitat
ATA™HT = (AA) =17 =1,

Vypoéty v obou tadcich jsou podobné. Prvni rovnost v obou ptripadech
plyne z bodu (iii) Véty VI.3, druhd z definice inverzni matice. Tteti
rovnost plyne z pozorovani, ze jednotkova matice je symetricka.

Dokazali jsme tedy uvedenou rovnost, tedy, ze AT m4 inverzni matici,
a proto je regularni.

e Dukaz bodu (c): Opét dokdzeme uvedenou rovnost pomoci nésledujicici
vypoct:

(AB)(B'A™") = (AB)B"HA™ = (ABB ')A™! = (AD)A™!

=AA1 =1,
BATH(AB) = (B'ATHAB = (B'(A™'A))B = (B'I)B
=B 'B=1

Ve vypoctu jsme pouzili asociativitu maticového nésobeni (Véta VI.2(i)),
definici inverzni matice a vlastnosti jednotkové matice.

Opét muzeme konstatovat, ze jsme dokazali uvedenou rovnost, tedy, ze
AB ma inverzni matici, a proto je regularni.

Poznamka: Nyni vime, co je regularni a inverzni matice, dokazali jsme
néjaké zakladni vlastnosti. Ale zatim nemame zadnou metodu, jak zjistit,
zda matice je regularni, ani metodu vypoctu inverzni matice. Tomu bude
vénovan zbytek tohoto oddilu. Proto ted zddnlivé zménime téma. (Pritom
nésledujici pojmy a véty se budou hodit i k dalsim vécem.)



K definici linearni kombinace, linearni zavislosti a nezavislosti

e Linearni kombinaci rozumime uvedeny vyraz. Je dana vektory v, ..., v,
a koeficienty Ay, ..., \,,. Onen vyraz zaroven muzeme spocitat a mizeme
uvazovat jeho vysledek. Tim je opét néjaky vektor. Je potfebné rozlisovat
mezi vyrazem a jeho vysledkem, mezi linedrni kombinaci a vektorem,
kterému se rovna. Naptiklad, mame-li vektory

0 1), (1 0), (1 1),

muzeme uvazovat jejich ruzné linedrni kombinace

(0 D) +2-(1 0)+(—-1)-(1 1),
(0 1)4+1-(1 0)4+0-(1 1),
(0 D)+1-(1 0)+(—-1)-(1 1),
(0 1)+0-(1L 0)+0-(1 1).

S = O =

To jsou ¢tyti ruzné linedrni kombinace, protoze koeficienty jsou ruzné.
Ale prvni dvé maji stejny vysledek, obé se rovnaji vektoru (1 0). Stejné
tak posledni dvé se rovnaji témuz vektoru, a to (0 0).

e Trividlni linearni kombinace je ta, jejiz vSechny koeficienty jsou nu-
lové. Jejim vysledkem je samoziejmé nulovy vektor. Ve vyse uvedeném
prikladu je ¢tvrta linearni kombinace trivialni.

e Netrivialni linedrni kombinace je takova, ze alespon jeden z jejich koe-
ficientu neni nulovy. Ve vyse uvedeném piikladu prvni tti linedrni kom-
binace jsou netrivialni. Vysledkem netrivialni linearni kombinace muze
byt vektor nenulovy (jako v prvnich dvou pfipadech) nebo nulovy (jako
ve tfetim piipade).

e Vektory vy, ..., v, jsou linearné zavislé, pokud néjaka jejich netrividlni
linearni kombinace je rovna nulovému vektoru. Naptiklad vyse uvedené
tti vektory jsou linearné zavislé, protoze tieti z linedarnich kombinaci je
netrivialni a je rovna nulovému vektoru.

e Pokud vektory vy, ..., v,, nejsou linearné zavislé, rikame jim linearné
nezavislé. To znamend, ze jedina jejich linedrni kombinace, kterd je
rovna nulovému vektoru, je trividlni linearni kombinace. Naptiklad dvo-
jice vektoru

(0 1), (1 0)



je linedrné nezavisld. Pokud mame totiz jejich linearni kombinaci s
koeficienty A1, Ao, pak

A0 D+ X-(10)=(A Ap)

a jediny ptipad, kdy vysledkem je nulovy vektor je Ay = Ay = 0. Podobé
trojice vektoru
(00 1), (0 10), (100

je linedarné nezavisla. Pokud mame totiz jejich linedarni kombinaci s
koeficienty Ay, A9, A3, pak

A0 0 1)+X-(01 0)4+A-(1 0 0)=(A3 A2 \y)
a jediny ptipad, kdy vysledkem je nulovy vektor je Ay = Ao = A3 = 0.

e Linearni zavislost ¢i nezavislost vektoru vy, ..., v,, je vlastnost této m-
tice jako celku, nikoli jednotlivych vektoru nebo jejich dvojic. Napriklad
vysSe uvedend trojice vektoru

(0 1), (1 0), (1 1)

je linedrné zavisld (jak je vysvétleno vyse). Ale kazda dvojice téchto
vektort je linedrné nezavisla. Pro dvojici (0 1), (1 0) to bylo vysvétleno
vyse. Rozmysleme si to pro dvojici (0 1), (1 1). Uvazme linedrni
kombinaci s koeficienty \q, Ag:

AL-(0 1)+ X+ (1 1) = (A2 AL+ A2).

Aby vysel nulovy vektor, musi byt Ao =0 a A\; + Ay = 0. Je zfejmé, ze
jedind moznost je A\ = Ay = 0.

Cuiceni:
1. Ukazte, Ze jeden vektor je linedarné zduvisly, pravé kdyz je nulovy.

2. Ukazte, Ze dvojice vektoriu vy, vs je linedrné zdvisld, pravé kdyz jeden
z nich je ndsobkem druhého. (Tj. bud vy je ndsobkem vy nebo vy je
ndsobkem vy .)



3.

Ukazte, Ze vektory vy, ..., v, jsou linedrné zdvislé, prdve kdyZ jeden
z nich lze vyjdadrit jako linedrni kombinact ostatnich, tj. existuje k a
koeficienty A1, ..., Ag_1, Akaty -« Am, 2€

Ve = NV + - AUt + A1 Vg1 + 0 AUy

. Pokud jeden z vektori vq,...,v,, je nulovy, ukazte, Ze jsou linedrné
2avislé.
Méjme vektory vy, . .., v,,. Pokud se dva z nich rovnaji (1j. existujii, j,

Ze i # j a pritom v; = v;), ukazte, Ze tato m-tice je linedrné zdvisld.

K definici hodnosti matice a schodovité matice

To, ze hodnost matice je rovna m znamena, ze:

— Mezi jejimi tadky lze vybrat m-tici, ktera je linearné nezavisla.

— Pokud vybereme vice nez m radku, uz musi byt linearné zavislé.
Hodnost matice nemuze byt vétsi nez pocet jejich radk.
Hodnost nulové matice je nula.

Pokud A neni nulové matice, je jeji hodnost aspon jedna. (Existuje
nenulovy radek, on sam je pak linedrné nezavisly).

Priklady schodovitych matic:
1100 1100 0100 0100
0107),10 05 7),10 05 7],10 0 0 O
0005 00 00 0000 0000

Hodnost schodovité matice je rovna poctu nenulovych radki:

< : Necht A je (schodovitd) matice a m je pocet jejich nenulovych
radku. Pokud vybereme vice nez m tadku, jeden z nich musi byt
nulovy, takze jsou linedrné zavislé. Proto nemuze byt vice nez m
linearné nezavislych radku.



v

: Necht A je schodovitd matice a m je pocet jejich nenulovych fadki.

Musi to byt prvnich k fadkia. Oznacme je vy, ... v,,. Ukdzeme, ze
jsou linearné nezavislé. Méjme tedy linedrni kombinaci

Ao+ Ao,

a predpokladejme, ze se rovné nulovému vektoru.
Podivejme se nyni, jak vypadd vektor v;. Vime, Ze to je j-ty radek
matice A, tedy
v; = (a1 ajo ... Gjn),
kde n je pocet sloupcu matice A. Vime, Ze v; neni nulovy vektor, a

tedy ma néjakou nenulovou slozku. Vezméme prvni z nenulovych
slozek, necht je na misté k;. To znamend, ze

ajr; #0aaj; =0 proi < k;j.
Protoze A je schodovita, dostaneme
ki <kyg<- o<k,
Pripomenme, ze
MU+ + AU, = O

Dosadme postupné slozky ki, ..., kn,. Po dosazeni slozky k; do-
staneme

Aay g, =0,
protoze dalsi fddky maji ma misté k; nulu. Protoze a,x, # 0,
dostaneme A\; = 0.
Dosadime-li slozku ks, dostaneme

A1k, + Aaag, = 0,

protoze dalsi fadky maji ma misté ky nulu. Protoze \y = 0 a
as i, 7 0, dostaneme Ay = 0.

Takto pokracujeme dale a postupné dostaneme, ze vSechny koefi-
cienty jsou nulové. To znamena, ze vektory jsou linedrné nezavislé,
a tedy hodnost maticem A je alespon m.



[lustrace predchoziho postupu na piikladu:

Uvazme matici

11 0 07
03 -1 7 2
A= 00 0 51
00 0 00

To je schodovitd matice a prvni tii fadky jsou linearné nezavislé:
Predpokladejme, ze

A1 - (fadek 1) + g - (Fadek 2) + A3 - (Fédek 3) = o.

Ve znaceni z piedchoziho dukazu mame k; = 1, ky = 2, k3 = 4.
Dosazenim postupné prvni, druhé a ¢tvrté slozky dostaneme
)\1 1= 0,
/\1'1+)\2'3:07

7 toho snadno plyne, ze \; = Ay = A3 = 0.



