K oddilu VIII.1 — Riemannuyv integral, motivace a definice

Motivace k definici

e Méjme néjakou redlnou funkei f definovanou na intervalu (a, b). Nasim
cilem je néjak definovat, co to je obsah plochy mezi grafem f a osou x.
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[lustruje to tento obrazek — chceme definovat, co to je obsah modré
plochy.

Abychom to jesté upresnili — muze se stat, ze ¢ast grafu je nad osou z a
¢ast je pod osou x. Pak tu plochu nad osou x chceme pocitat s kladnym

znaménkem, a ¢ast plochy pod osou x se zapornym znaménkem. Ilu-
struje to nasledujici obrazek.
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Nasim cilem je definovat, co je to obsah modré plochy minus obsah
cervené plochy.

e Proc¢ nés to zajima: Duvodu je celd rada, tato otazka je dulezita jak z
vnitiniho matematického hlediska, tak z duvodu pouziti v fadé dalsich
oborti, mj. ve fyzice, meteorologii ¢i ekonomii.

Je to [mimo jiné] jeden ze zpusobi, jak definovat prumérnou hodnotu
néjaké veliciny za urcity casovy interval.

Pokud totiz f(t) zna¢i hodnotu oné veliciny (rychlost auta, teplota
vzduchu, cena ropy) v ¢ase t, pak prumérnou hodnotu za ¢asovy inter-
val od a do b urécime tak, ze spoCteme vyse zminény obsah plochy a
vydélime jej b — a, tj. délkou prislusného casového intervalu.



e Jak obsah spocitat? Vyjdeme z toho nejjednodussiho ptipadu — obsah
obdélniku je roven souc¢inu jeho §itky a vysky:
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obsah = ¢(b — a)

a b

Mame-li konstantni funkei, kterd se na intervalu (a, b) rovna ¢islu ¢, pak
plocha pod grafem je obdélnik, jehoz obsah je ¢(b — a) (pokud ¢ < 0,
déva tento vzorec ,minus obsah“, v souladu s tim, co jsme fikali vyse).

Zaroven je prumérnd hodnota funkce f na intervalu (a,b) rovna ¢, coz
je v souladu s intuici a zaroven je to rovno

obsah _c(b—a)
délka intervalu =~ b—a

e Jesté jeden piiklad — obsah trojihelnika.

Méjme funkci f(z) = cx, kde ¢ > 0 je néjaké pevné ¢islo a podivejme
se na plochu pod grafem na intervalu (0, a), kde a > 0.

Zminéna plocha je modry trojihelnik vyznaceny na obrazku vlevo.
Spocitat obsah trojihelniku umime, protoze to je polovina obsahu
obdélniku, jak je vyznaceno na obrazku vpravo.

Tento postup je vsak specificky pro trojihelnik a nelze ho snadno zo-
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Ukéazeme si jiny postup, pomoci aproximace plochy soubory obdélnik.
To ilustruji nasledujici obrazky:
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Interval (0, a) rozdélime na n stejné velkych dila (na obrazku je n = 8).

Na kazdém z malych intervalu aproximujeme obsah pod grafem zdola
a shora pomoci obdélniku. Tedy vezmeme ,nejvétsi obdélnik, ktery se
vejde pod graf* (vlevo) a ,nejmensi obdélnik, ktery obsahuje plochu
pod grafem“ (vpravo). Tyto obsahy pak se¢teme pres vSechny malé
intervaly.

Spoctéme to nyni presné: Zvolme j € {1,...,n} a podivejme se na
interval (Zta, La) (tj. j-ty interval zleva). Detail obrdzku je zde:

vnitini obdélnik vnéjsi obdélnik

Nejveétsi obdélnik, ktery se vejde pod graf na intervalu ( j%la, %a) (vnitini
obdélnik na predchozim obrdzku) ma vysku c - ]%a (coz je nejmensi

hodnota funkce na tomto intervalu). Protoze siika obdélniku je %, jeho
obsah je roven

Pokud se¢teme obsahy vSech n téchto vnittnich obdélniki, dostaneme
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Dale, nejmens{ obdélnik, ktery obsahuje plochu pod grafem na intervalu
(J%a, Za) (vnéjsi obdélnik na obrdzku vyse) ma vysku c- Za (coz je
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nejmensi hodnota funkce na tomto intervalu). Protoze sitka obdélniku
je opét %, jeho obsah je roven

a J
—-Cc-=a.
n n

Pokud se¢teme obsahy vSech n téchto vnéjsich obdélnikt, dostaneme

2 n 2

" a J a’c . atc 1 (n + 1)a’c
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Spocitali jsme tedy jednak D,, soucet obsahu vnitinich obdélniku,
ktery by mél obsah plochy pod grafem aproximovat zdola, a H,,, soucet

obsahu vnéjsich obdélniku, ktery by mél obsah plochy pod grafem apro-
ximovat shora. Mame tedy

D, < obsah plochy pod grafem < H,

(n—1)a’c (n+1)a%c
2n 2n
1 \
1.2 1.2
26L c 2(1 Cc

Protoze odhad zdola i shora ma pro n — oo stejnou limitu, a to %GQC,
zdé se prirozené, aby tato hodnota byla prohlasena za obsah plochy
pod grafem.

Vsimnéme si, ze vysledek je v souladu se zndmym vzorcem pro ob-
sah trojihelniku. To znamen4, Ze tento postup muze davat smysl a je
rozumné ho pouzit i pro dalsi funkce. To je pfesné to, co nyni udélame.



K pojmu déleni intervalu:

e Smyslem pojmu déleni intervalu je presné vyjadrit skutecnost, ze inter-
val rozdélime na nékolik mensich intervalu.
V motivacnim ptikladu jsme délili interval na stejné dlouhé mensi in-
tervaly. To ale neni podminka, jednotlivé intervaly mohou byt ruzné
dlouhé.

[lustrujme to na obrazku. Je na ném znézornéno déleni intervalu na pét
mensich intervalu. Mame tedy Sest délicich bodu (krajni body intervalu
a Ctyfi dalsi body) a pét délicich intervalu.

Norma déleni je rovna délce nejdelsiho z délicich intevalu, v nasem
piipadé je to tedy délka prostiedniho (oranzového) intervalu.

délici body
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délici intervaly nejdelsi délici interval



e [lustrujme si pojem zjemnéni déleni. Na hornim obrazku je znédzornéno
déleni intervalu (a,b) na pét mensich intervali. Na dolnim obrazku je
jeho zjemnéni, které vznikne pfiddnim dvou délicich bodu (vyznacenych
cervene). Je to tedy déleni na sedm intervalu.
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e (Véticka VIIL.1(1)) Necht D a D’ jsou dvé délen{ intervalu (a, b). Pak
existuje déleni D", které je jejich spoleénym zjemnénim (tj. je zjemnénim
D i zjemnénim D).

Toto tvrzeni je trividlni. Staci vzit délici body D, délici body D', sjed-
notit tyto dvé skupiny a usporadat dle velikosti.

[lustrujeme to opét na obrazku. Mame déleni D a D', kazdé z nich
interval (a,b) rozdéli na pét mensich intervalu.

Déame-li dohromady délici body obou déleni, dostaneme déleni D",
které interval (a, b) rozdéli na osm intervalu. (Cernou barvou jsou zndzornény
deélici body, které patii do obou déleni D a D'.)
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K definici a vlastnostem hornich a dolnich souc¢tu:

e Horni a dolni soucet byly ty aproximace obsahu plochy pod grafem
shora a zdola, které jsme pocitali v motivacnim prikladu vyse.

[lustrujme to opét na obrazku:

dolni soucet horni soucet

Definice je v souladu s intuici:

m; = il’lff((l’jfl, x]>)

je vyska nejvétsiho obdélniku, ktery se vejde pod graf f na intervalu
(xj_1,2;). Aby se tam obdélnik vesel, jeho vyska musi byt dolni zdvora
f na (r;_1,2;); infimum je nejvétsi horni zavora.

Obsah onoho nejvétsiho obdélniku je pak m;(x; — z;_1).
Podobné
M; = sup f((zj-1, 7))

je vyska nejmenstho obdélniku, ktery obsahuje plochu pod grafem f
na intervalu (z,_1, z;). Aby ji obdélnik obsahoval, jeho vyska musi byt
hornf zdvora f na (x;_1,x;); supremum je nejmensi horni zavora.

Obsah onoho nejmenstho obdélniku je pak M;(z; — x;—1).
e Protoze pro kazdé i plati m; < M;, je ziejmé, ze
S(f,D) <S(f, D),
neboli dolni soucet je mensi nebo roven hornimu souctu.
o (Véticka VIII.1(2)) Pokud D’ je zjemnénim D, pak

S(f,D) < S(f,D") < S(f,D") < S(f, D).



Prosttedni nerovnost je trivialni, jak jsme vysvétlili v predchozim bodé.

Zbyva dokazat prvni a tfeti nerovnost. Tedy, ze pti pfechodu ke zjemnéni
dolni soucet se bud zvétsi nebo ziistane stejny a horni soucet se bud
zmensi nebo zustane stejny.

Pripomenme, ze D’ je zjemnénim D, pokud obsahuje stejné délici body
a pripadné jesté néjaké dalsi.

Staci si tedy rozmyslet, ze nerovnosti plati, pokud D’ vznikne z D
pridanim jednoho bodu.

Meéjme tedy délent
D:ia=xy<n<--<z,=b

a déleni D’ necht obsahuje navic bod z. Tento bod patii do jednoho
z délicich intervalu déleni D. Tedy existuje né&jaké j € {1,...,n}, ze
Ti1 < z2<Z;.

Pro jednodussi zapis predpokladejme, ze j = n, tedy bod z rozdéli na
dva posledni interval déleni D.

Délici intervaly délené D’ jsou pak tvoreny jednak prvnimi (n — 1)
délicimi intervaly déleni D a déle dvojici intervalu (z,,_1, 2), (2, z,), na
které byl rozdélen n-ty interval déleni D.

Kdyz pocitame dolni soucet, pro déleni D a D’ pak prvnich n — 1
scitancu je pro obé déleni stejnych. Je tedy tfeba porovnat posledni
sCitanec pro déleni D, tj.

(Tn — Tp) - inf f((21, 7))
se souc¢tem poslednich dvou scitancu pro déleni D', tj.
(z = ap1) -inf f((Tn1,2)) + (20 — 2) - Inf f({2, 7))

Protoze (x,_1,2) C (xp_1,2,) 1 (2, 2,1) C (x_1,T,), dostdvdme

(z —xp_q) - inf f({xy_1,2)) + (2, — 2) - inf f((2,2,))
> (2 — wpq) -inf f({(@p_1, ) + (x5 — 2) - Inf f((z_1, 20))

= (xy — Tp_1) - inf f({(zp_1,2,))



Tedy
S(f,D) < S(f, D)

Pro horni souc¢ty postupujeme obdobné:
(2 = @n1) - sup f((wn-1, 2)) + (20 — 2) - sup f((z, zn))

< (2 = @p-1) - sup f((Tn-1,Tn)) + (20 — 2) - sUP f({(Tn-1,2Tn))
= (Tn — Tp1) - sUp f((Tp-1,Zn))

Tedy B B
S(f,D) = S(f, D)

[lustraci uvedenych nerovnosti je nasledujici obrazek:

Na levém
obrazku tmavy obdélnik ukazuje, o co se zvétsi dolni soucet pri pridani
déliciho body z.

Na pravém obrazku svétly obdélnik ukazuje, o co se zmensi horni soucet
pri ptridani délictho body z.

(Veticka VIII.1(3)): Pokud Dy a Dy jsou dvé déleni intervalu (a, b), pak
S(f,D1) < S(f, Dy).

Tedy, libovolny dolni soucet je mensi nebo roven libovolnému hornimu
souctu.

Diukaz plyne kombinaci jiz dokdzanych bodu (1) a (2):

Podle (1) existuje déleni D, které je spoleénym zjemnénim D; a Ds.
Podle (2) pak plati

S(f,D1) < S(f,D) < S(f, D) < S(f, D),

coz je to, co jsme chtéli.



Definice Riemannova integralu

e Pokud S je omezend funkce na intervalu (a, b), ma smysl definovat horni
a dolni soucty pro kazdé déleni.

e Dolni soucty by mély obsah plochy pod grafem aproximovat zdola.
Tedy, pokud obsah plochy ma mit néjaky smysl, musi platit

obsah > sup{S(f, D); D je déleni {a,b)}.

b
Vyraz vpravo je presné dolni Riemannuv integral, tj. / f.

a

e Horni soucty by mély obsah plochy pod grafem aproximovat shora.
Tedy, pokud obsah plochy ma mit néjaky smysl, musi platit

obsah < inf{S(f, D); D je déleni (a,b)}.

b
Vyraz vpravo je presné horni Riemanntuv integrél, tj. / f
a

b b
o (Véticka VIII.1(4)):/ f< / f, tj. dolni integral je mensi nebo roven
hornimu: S
Toto plyne z jiz dokdzaného bodu (3) a z definice:

Podle (3) je kazdy hornf soucet S(f, D) horn{ zdvorou mnoziny viech
dolnich souctu.

Protoze dolni integrél fab f je supremem dolnich soucti, tedy nejmensi
horni zavorou, je S(f, D) > fab (pro kazdé déleni D).
Tedy dolni integral je dolni zdvorou mnoziny vsech hornich souctu.

Protoze infimum (nejvétsi dolni zdvora) mnoziny hornich souctu je
horni integral, je horni integral vétsi nebo roven dolnimu integrélu.
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b b
e Muze se stat, ze / f< / f:
Ja_ a

1 ze€Q,
0 zeR\Q.

Uvazme tuto funkci na intervalu (0, 1).

Necht f(:z:):{
Necht
D:0=xy<m1 < ---<z,=1

je néjaké déleni intervalu (0,1). Pak pro kazdé i € {1,...,n} plati
m; = 0 a M; = 1 (kazdy interval obsahuje raciondlni i iracionaln{
¢isla). Tedy

S(f,D)=0 a S(f,D)=1.

Protoze to plati pro kazdé déleni, je

/Llf:O a </01f:1.

b b
e Pokud ovsem vyjde / f = / f, pak za obsah plochy pod grafem

prohlasime tuto spoleénou hodnotu.
b
Znaci se pak [ f anazyva Riemannovym integralem funkce f od a do

a
b (pres interval (a, b)).
e Riemannuv integral muze a nemusi existovat. Existuje naptiklad pro

konstantni funkei a neexistuje napiiklad pro vyse uvedenou funkei (nazyvanou
Dirichletova funkce).

e Riemannuv integral neni jedinou moznosti, jak pocitat obsah plochy
pod grafem. Pozdéji (v Matematice III) si ukazeme nékteré obecnéjsi
moznosti.
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