K oddilu VIII.1 — pokracovani: vlastnosti Riemannova integralu

K vyznamu této casti:

e V predchozi ¢ésti jsme si definovali Riemannuv integral.
Definice to byla pfirozend a v jistém smyslu intuitivni, ale nepfilis
pouzitelna pro praktické vypocty.
K praktickym vypoc¢tum se priblizime v oddilu VIIL.2. Dvé tvrzeni
zbyvajici v tomto oddilu slouzi zejména jako priprava na to.

e Véticka VIII.2 ndm umozni poznat, zda funkce ma Riemannuv integral,
aniz bychom museli zkoumat vsechna déleni intervalu.

e Véta VIII.3 shrnuje nékolik zédkladnich vlastnosti Riemannova integralu
a nékolik zakladnich pocetnich pravidel.

e Dukaz obou tvrzeni provedeme s vyuzitim definic a peclivé préace se
supremy a infimy.

K Vétiéce VIII.2:
e Dikaz bodu (i):

=: Necht [ = fabf a ¢ > 0. Ukazeme, jak najit déleni D.

. . . . , . b f
Podle definice Riemannova integrélu vime, ze I = f; f= f; .

Tedy jednak I je infimum mnoziny vSech hornich souc¢tu. Protoze
I+ ¢ > 1, z definice infima plyne, Ze existuje déleni Dy, pro které
plati

S(f,Dy) <1 +e. (%)

Zéroven je I supremum mnoziny vSech dolnich souc¢ti. Protoze
I — e < I, z definice suprema plyne, ze existuje déleni D, pro
které plati

S(f,Dy) > 1 —e. (xx)

Necht D je spoletné zjemnéni Dy a Dy (viz Véticka VIIL.1(1)).
Pak plati
*%) _ _ *
1< 8(.02) < 5(7.0) <S(.0) <S(1.0) C T 4.
podle Véticky VIIL3(2 )
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Tedy D je déleni, které ma pozadované vlastnosti a dikaz je hotov.

: Predpokladejme, ze I ma uvedenou vlastnost, a ukazme, ze [ =
Ji T

Zvolme libovolné £ > 0.

Podle predpokladu existuje déleni D, které splnuje

I—e<S(f,D)<S(f,D)<I+e.

Pak plati

~—

b
[rzsup)>1- (0
-
[ <30 <1+ (00)
kde jsme pouzili skutecnost, ze S(f, D) je supremum (a tedy horni

zavora) mnoziny véech dolnich souctii a S(f, D) je infimum (a tedy
dolni zavora) mnoziny vsech hornich souctu.

Kombinaci (o), (oo) a Véticky VIII.1(4) dostavame

b b
]—5</f§/f<[—|—s.

/abf,ffe (I —¢e,I+¢),

/Lbf—f ff—f

Protoze ¢ > 0 bylo libovolné, uvedené nerovnosti plati pro kazdé

e >0, tedy
b b
- IRRL

Tedy

neboli

<€ a <e€

:0 a :0,




neboli

I:/Lbf:ff.

To ovSsem podle definice znamen4, ze
b
1= / f

e Rozdil mezi body (i) a (ii): Zatimco bod (i) fikd, jak pozname, ze dané
¢islo je Riemannovym integralem funkce f pres interval (a,b), bod (ii)
fika, jak pozname, ze funkce ma Riemannuv integral, i kdyz nezname
jeho hodnotu.

a dukaz je hotov.

Uvidime také pozdéji, ze se tyto dva body budou pouzivat v odlisnych
situacich.

e Diikaz bodu (ii):

=: Predpokladejme, ze f ma Riemannuv integral ptes interval (a,b).
Necht € > 0 je libovolné. UkdZeme, jak najit déleni D s pozadovanou
vlastnosti.

Oznacme si [ = fab f. Podle jiz dokézaného bodu (i) (aplikovaného
na $) existuje déleni D, pro které

I—§<§(f,D)§§(f,D)<I+§.

Tedy B
ﬁ(faD)vs(va) € (I_%7]+%)7
a proto

§<f7D)_§(f>D) <ég,

protoze rozdil dvou prvku otevieného intervalu délky e je mensi
nez €.

Tim je dukaz hotov.



<: Predpoklddejme, ze plati uvedend podminka a dokazme, ze f ma
Riemannuv integral.

To znamen4, ze chceme dokazat, ze horni a dolni Riemannuv in-
tegrél se rovnaji.

Zvolme libovolné € > 0.
Podle predpokladu existuje délené D, pro které plati

§<f7D)_§<f7D) <é.

Protoze plati

dostavame
) b
os/f—/fs?(f,D>—§<f,D><e-

Protoze € > 0 bylo libovolné, plati nerovnost

Osff—/abf<€

pro kazdé € > 0. Tedy

(@)

AN
Q\g-‘

—

|

Q\@

—~

VAN

JO

neboli

g&@‘
—
I
ﬁ
o

coz jsme chtéli dokazat.



K Véte VIIIL.3

e Diikaz bodu (ii): Pouzijeme bod (i) z Véticky VIIL.2.

Oznac¢me ,
I:/f and J:/f.

Podle predpokladu tyto integraly existuji.
Pomoci bodu (i) z Véticky VIII.2 ukdzeme, ze

b
I+ J= / f.
Zvolme libovolné ¢ > 0.

Podle Véticky VIIL.2(i) existuje Dy, déleni intervalu (a,c), pro které
plati
T—Z<S(f,D) <S(f,Dy) <I+=.

2 —— 2 (&)

Podle Veéticky VIIL.2(i) déle existuje Ds, déleni intervalu (c,b), pro
které plati
€ —_— €
J—§<S(f,D2)§S(f,D2)<J+§. (V)
Nyni z déleni Dy intervalu (a, ¢) a z déleni D, intervalu (c, b) vytvorime
déleni D intervalu (a, b) tak, ze pouzijeme délici body obou délent:

Dli
| ] ]
! ! ! |
a = Ty T T9 T3 =2¢C
DQZ
| | |
I I I I
C=%Y% W Y2 ys =>b
D:
| | | | | | |
I I I I I I I
a = 2y 21 Z9 %3 — C Z4 Z5 26 = b



Nyni je zfejmé, ze
g(va) :g(f7D1) +§(faD2) a §(f7D> :ﬁ(f7D1) +§(f7D2)

(Proc je to ziejmé: Podivejme se tfeba na druhou rovnost. Dolni soucet
je roven souc¢tu obsahu nejvétsich obdélniku, které se vejdou pod graf
f na jednotlivych délicich intervalech. Sta¢i si uvédomit, ze délici in-
tervaly déleni D jsou jednak délici intervaly déleni D; a jednak délici
intervaly déleni Ds.)

S pouzitim téchto rovnosti a nerovnosti (A) a (V) dostaneme

I+J—¢e<S(f,D1)+S(f,Dy) = S(f, D)
<S(f,D)=58(f, D))+ 8(f,Ds) <I+J+e.

To ovsem podle Véticky VIII.2(i) znamend, ze [ + J = ff f a dukaz je
hotov.

Dikaz bodu (i):

Pouzijeme bod (ii) z Véticky VIIL.2:

Necht € > 0 je libovolné.

Podle Veticky VIIL.2(ii) existuje D déleni intervalu (a,b), pro které
plati B

Necht D’ je zjemnéni déleni D, které vznikne tak, ze mezi délici body
pridame body ¢, d.

Podle Véticky VIIL1(2) plati
S(f,D) < S(f,D) < 8(f.D') < S(f, D),
a tedy diky (OJ) dostaneme

g(faD/>_§(f7D/)<€‘ <E|>

Nyni si déleni D’ muzeme rozdélit na tii déleni — déleni D; intervalu
(a,c), déleni Dy intervalu (c,d) a déleni D3 intervalu (d,b).



Tento proces ilustruje obrazek:

D :
I | | 1 | |
I I I I I I I
a = xg 1 Ta2 C T3 Ta d T5s g6=0
D'
I | 1 L1 1 | |
I I I I I I I I I
a = Yo Y1 Y2 Y3 Ya Ys Yo Y7 yg =1
I 1 [ 1 |
I 1 1 — 1T _1 1
a ¢ d b
Dy D, D3

Nyni je zifejmé, ze

(To uz jsme pouzili v dukazu bodu (ii).)
Tedy mame
g(frDl) _ﬁ(f7D/) :g(faDl) +§(f7D2) +§ faDS)

(
— (S(f, D1) + S(f, D2) + S(f, Ds))
= S(f.D1) — S(f, D1) +S(f. D2) — S(f, Do)

>0

+ §<f7 Ds) — S(f, D3)

>0
> g(fv DZ) - §(fa DZ)
Odsud a z (H) nyni plyne, ze

S(f,Ds) = S(f, Ds) <. ()

Nyni shrime, co jsme dokézali: Pro kazdé € > 0 jsme nasli déleni Dy
intervalu (c, d) spliujici (H).



Diky Véticce VIIL.2(ii) to znamend, ze fcd f existuje, coz jsme chtéli
dokazat.

e Dikaz bodu (iii) pro nasobek:
Predpokladédme tedy, ze f mé& Riemannuv integral pres (a,b) a o € R.

Oznaéme [ = fabf UkédzZeme, Ze fab af =al.

a = 0: Pokud a =0, pak af =0, je to konstantni nulova funkce, a tedy

b b
/O-f:/ 0=0=0-1.

a > 0: Predpokladejme, ze o > 0.
Necht D :a =29 <21 < --- < x,, = b je libovolné délen{ intervalu
(a,b). Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati

sup (ovf)((zj-1,25)) = a - sup f((zj-1, 25)),
inf (of)((zj-1,2;)) = o~ inf f((z;-1, 75)).
(To snadno plyne z toho, ze supremum je nejmensi horni zévora,

infimum nejvétsi dolni zavora a ze nasobeni kladnym c¢islem «
zachovava nerovnosti.)

(%)

Z rovnosti (&) nyni (sectenim pres j) dostaneme
S(af,D)=aS(f,D) a S(af,D)=aS(f,D). (%)

Nyni muzeme dukaz dokoncit pomoci tvrzeni (i) z Véticky VIIL.2:
Necht € > 0 je libovolné. Pode Véticky VIIL2(i) existuje déleni D
intervalu (a, by, pro které

I-=<8(f.D)<5(f.D) <1+
a o
Pokud tyto nerovnosti vynasobime «, dostaneme
al —e < aS(f,D) < aS(f,D) < al +e¢,
coz diky (dedb) je totéz jako
al —e < S(af,D) < S(af,D) < al +e.

Opétovnym pouzitim Véticky VIIL.2(i) dostaneme, ze f; af =al,
coz je presné to, co jsme chtéli.
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«

= —1:

a < 0:

Ukazeme, 7e [L(—f) = —1I.
Postupujeme podobné, jako v predchozim bodé:

Necht D :a =29 < x; < -+ < x, = b je libovolné déleni intervalu
(a,b). Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati

sup (—f)((zj-1,7;)) = —inf f({z;-1, 2;)),
inf (—f)((zj-1,2;)) = —sup f({zj-1, 7;)).
(To snadno plyne z toho, ze supremum je nejmensi horni zévora,

infimum nejvétsi dolni zavora a ze ndsobeni —1 obraci nerovnosti;
tento postup jsme pouzili jiz v dukazu Véty 1.6.)

()

Z rovnosti (¢) nyni (se¢tenim pres j) dostaneme

Nyni muzeme dukaz dokon¢it pomoci tvrzeni (i) z Véticky VIIL.2:
Necht € > 0 je libovolné. Pode Véticky VIIL2(i) existuje déleni D
intervalu (a, by, pro které

I—e<S(f,D)<S(f,D) < I+e.
Pokud tyto nerovnosti vynasobime —1, dostaneme
~I+e>-S(f,D)>-S(f,D) < —I — &,
coz diky (o) je totéz jako
~I—e<S(—f,D)<S(—f D)< —I+e.

Opétovnym pouzitim Véticky VIIL.2(i) dostaneme ff af = —1,
coz jsme chtéli.

Tento ptipad dostaneme kombinaci predchozich.

Mame totiz

b fedchozi bod [?
[r=rPrese ey o1

=2 [ i = / (~a)(=) = (a)(=D) = ar.
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e Diikaz bodu (iii) pro soucet:
Predpokladejme, ze f a g maji Riemannuv integrél pres (a, b) a oznacme
I=["faJ=["g Ukdzeme, ze [(f+g) =1+
Nejprve se opét podivejme na chovani hornich a dolnich souctu.

Necht D :a =29 < 1 < --- < x, = b je libovolné déleni intervalu
(a,b). Pak pro kazdé j € {1,...,n} plati

sup (f + g)({zj-1,75)) < sup f({zj_1,2;)) +sup g({x;j_1, 7)),
inf (f +g)((zj_1,25)) > inf f({z;_1,75)) +inf g((x;_1, 7;)).

(Prvni nerovnost plati, protoze vyraz na pravé strané je horni zavorou
pro funkci f + ¢ na intervalu (x;_1,z;) a supremum je nejmensi horni
zavora. Podobné, druha nerovnost plati, protoze vyraz na pravé strané
je dolni zévorou pro funkci f + g na intervalu (x;_1,2;) a infimum je
nejvétsi dolni zavora.)

(®)

Z nerovnosti (M) nyni (sectenim ptes j) dostaneme

S(f+9.D) < S(f.D)+5(g, D),
S >S5

(1,D) + S(f, D). (44)

Nyni muzeme dukaz dokonéit pomoci tvrzeni (i) z Véticky VIII.2:
Necht ¢ > 0 je libovolné. Pode Véticky VIIL.2(i) existuji déleni D; a
Dy intervalu (a, b), pro kterd plati

-5 <S(f.D) SS(f,Dy) <1+,

J =5 <5(9.D:) <59, D3) < T+ .

Necht D je spoleéné zjemnéni D; a Dy (Veéticka VIIL.1(1)). Pak z
predchozich nerovnosti a Véticky VIII.1(2) plyne

-5 <S(f.D)<S(f.D) < I+=,

J—g<§(g,D) < S(g,D) < J+g.

Sec¢tenim téchto dvou nerovnosti dostaneme

I+J—e<S(f,D)+S(9,D) <S(f,D)+S(9,D) < I+ J+e.
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Pomoci (##) z téchto nerovnosti plyne
I+J—-e<S(f+¢9,D)<S(f+¢,D)<I+J+e.

Opétovnym pouzitim Veéticky VIII.2(i) dostaneme f:(f +g)=1+Ja
dukaz je hotov.

Dikaz bodu (iv):
Predpokladejme, ze f > g na (a,b).
Pak pro kazdy interval («, ) C (a,b) plati

sup f({a, 8)) = sup g({c, 3)).

Z definice hornich souc¢tu tedy plyne, ze pro kazdé déleni D plati

S(f,D) > S(g,D).

Protoze S(g, D) > f;g, dostédvame,

b
VD déleni:  S(f, D) > / g,
tedy f:g je dolni zavora mnoziny vSech hornich souctu funkce f. Proto
b b
/fZ/g

(fabf je infimum, tedy nejvétsi dolni zavora.)

Protoze ovsem predpokladame, ze f i g maji Riemanntuv integral pres
(a, b), Tik4 tato nerovnost, ze

/abfz/abg,

coz je presné to, co jsme chtéli dokazat.
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e Dukaz bodu (v) — prvni ¢ast, tj. existence Riemannova integrélu z | f|.

Predpoklddejme, ze f mé Riemannuv integral pres (a, b), a ukazme, ze
i |f| ma Riemannuv integral pres (a, b).

Pouzijeme k tomu Véticku VIIL.2(ii).
Necht ¢ > 0 je libovolné.

Protoze f ma Riemannuv integrél ptes (a,b), podle Véticky VIII.2(ii)
existuje D déleni intervalu (a, b), spliujici

Necht délici body D jsoua =29 < 21 < --- < 2, = b.

Z definice hornich a dolnich souc¢tu plyne, ze

n

S(f,D)=S8(f,D) =Y (M —my)(w; — z; 1), (@)

i=1

kde
Mz‘ = sup f(<$i_1,xi>) a m; = inff((xi_l, l’z>)

Porovnejme nyni chovani f a |f| na intervalu (x; i, z;). Pro kazdé x €
(wi—1,2;) plati
m; < f ($) < M;.

Rozlisime tii pripady:
m; > 0: Pak na (x;_1,z;) plati f >0, a tedy |f| = f. Proto
sup [ f|((zi-1,2:)) = M; - a inf [f|({zi-1, 2:)) = ms,
a tedy
sup | f|({zi—1, ) — nf [f|({zi1, ) = M; — m;.
M; <0: Pak na (x;_1,x;) plati f <0, a tedy |f| = —f. Proto
sup | fl({zi—1, i) = —m; - a inf[f|({zi—1, ) = —M;
(viz (o) v§ic). Tedy
sup | f|({wi—1, z3)) — inf | f{((zi-1, 23)) = —m; — (= M;) = M; — m.
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m; < 0 < M;: V tomto pripadé pro kazdé = € (z;_1, z;) plati
0 <|f(z)| < max{M;, —m;},
a tedy
sup | f|({zs—1, ;) —inf | f|({x;—1, 2;)) < max{M;, —m;}—0 < M;—m,;
(kde posledni nerovnost plyne z toho, ze M; > 01i —m; > 0).
Ve vsech tiech pripadech jsme dokazali, ze

sup | f|((zi—1, 7:)) — inf [ f[({zi_1, 2:)) < M; —m. (©0)

S pouzitim () pro f i |f| nyni dostaneme

n

S(If1,D) = S(|fl, D) = Z(SUP |fI({iz, 2i)) — inf [f|((@io1, 20))) - (20 — @i1)

=1

Opétovnym pouzitim Véticky VIIL.2(ii) dostaneme, ze |f| ma Rie-
mannuv integrél pres (a, b), coz bylo nasim cilem.

Dikaz bodu (v) — druhd ¢ést, tj. nerovnost.
Podle prvni ¢ésti jiz vime, ze fab | f| existuje.

Protoze na (a, b) plati —|f| < f < |f|, z bodu (iv) plyne

/<—|f| /f</ 7l

Apliklaci bodu (iii) na levou stranu dostaneme nerovnosti

—/ab|f|§/abf§/:|f|,

coz znamena totéz, co
b b
/ f’ <[
a a
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e O vyznamu této véty: Tato véta shrnuje nékolik zakladnich vlast-
nosti.

Bod (ii) se nazyva ,aditivita Riemannova integralu jako funkce inter-
valu“. Vyznam je nazorny — pokud zname obsah plochy pod grafem na
sousednich intervalech (a,c) a {(c,b), pak obsah plochy pod grafem na
intervalu (a, b) je souc¢tem téchto dvou obsahu.

Bod (iii) se nazyva ,linearita Riemannova integralu®. Vyznamu linea-
rity se budeme vénovat vice jesté v Matematice II1.
Body (ii) a (iii) se hodi i v praktickém pocitani integralu, jak uvidime
pozdéji.
Bod (iv) se nazyvéa ,monotonie Riemannova integralu“. Rik4, ze ,in-
tegral z vetsi funkce je vétsi“. Specialné tika, ze integrdl z nezdaporné
funkce je nezdporny. Nepouziva se ani tak pii vypoctech integralu, ale
k jejich odhadum v aplikacich.
Specidlné bod (iv) déva nésledujici: Predpokladejme, ze f mé Rie-
mannuv integral pres (a, b). Oznacme m = inf f({a, b)) a M = sup f({(a,b)).
Pak

m< f<M

/abmé/abfé/abM,

b
m(b—a)g/ f<Mb-a),

na (a, b), tedy
neboli

nebo téz

1 b
weit [ren
b—a J,

Bod (v) se nékdy vyjadiuje slovy, ze ,Riemannuv integral je absolutné
konvergentni“. Tedy, ze z existence integralu z funkce plyne existence
integralu z jeji absolutni hodnoty.
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