K oddilu VIII.2 — Riemannuv integral pro spojité funkce, prvni
¢ast — existence integralu

Poznamky k tcelu tohoto oddilu:

e V oddilu VIIIL.1 jsme si definovali Riemannuv integral, a to postupem
v jistém smyslu intuitivnim.

Poté jsme zformulovali a dokézali nékolik zakladnich vlastnosti a pocetnich
metod pro Riemannuv integral.

Ale dosud nevime, pro jaké funkce Riemannuv integral existuje. Mame
sice Véticku VIIL.2, ale jeji pouzitelnost pro konkrétni funkce je velmi
omezena.

Také nam chybi efektivni metoda vypoctu Riemannova integralu. De-
finice pres déleni a dolni a horni soucty je sice prirozena a nazorna, ale
k praktickym vypoc¢tum se nehodi.

Tyto dvé mezery zaplni oddil VIII.2.

e Prvnim dulezitym vysledkem je Véta VIIL.5, ktera tikd, ze funkce spo-
jitd na (a,b) ma Riemannuv integral.
To znamend, ze nami zavedeny pojem integralu (obsahu plochy pod

grafem) m4 smysl pro dosti velkou a piirozenou tfidu funkei.

e Druhym klicovym vysledkem je Véta VIIL9, kterd dava vzorec pro
vypocet integralu pouzitelny v praktickych vypoctech.

K definici stejnomeérné spojitosti:

e Proc se tim zabyvame: Véta VIII.4 bude pouzita podstatnym zptsobem
k dikazu Véty VIIL5. Navic se bude hodit i pozdéji.

e Pfipomenme, co znamena spojitost na intervalu. Méjme interval I a
funkci f : I — R. Pak plati

f je spojitd na intervalu I <= Vx € [ : f je spojitda v bodé x vzhledem k I
< Vrel:Ve>030>0Vy € B(z,0)N1: f(y) € B(f(x),¢)
=Vrel:Ve>030>0Vyel:|jy—x[<d=|fly)—fX)|<e
e etV > 0V € 130 > 0Vy € [ : ly—x| < d = |f(y)—fX)| < e.
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Vysvétleme si tyto ekvivalence:

Prvni ekvivalence plyne z definice spojitosti na mnoziné (z oddilu V.3) a
z toho, ze spojitost na intervalu I podle oddilu IV .4 je totéz, co spojitost
na mnoziné [ podle oddilu V.3, jak jsme si vysvétlili pii probirani oddilu

V.3.

Druha ekvivalence plyne z definice spojitosti v bodé vzhledem k mnoziné.

Tteti ekvivalence plyne z toho, ze y € B(z,d) znamena |y — x| < J a
f(y) € B(f(x),e) znamena |f(y) — f(z)| < e.

Ctvrté ekvivalence: Rozdil mezi obéma tvrzenimi je v poradi prvnich
dvou kvantifikatoru. Jednou tam je Vo € Ve > 0 a jednou Ve > 0Vx €
1. To ovSem neni rozdil, protoze oboji znamend ,,pro kazdou dvojici z, €,
kde z € I a € > 0“. Pfitom nezdalezi na tom, zda je nejdiive zadano z
a pak € nebo obracené.

e Mame tedy, ze f je spojitd na intervalu I, pravé kdyz plati

Ve>0Ve eI >0Vyel:|y—z|<d=|f(y)— fX)] <e.

Tedy, vyjadreno céstecné slovné, ke kazdému ¢ > 0 a kazdému z € [
najdeme ¢islo § > 0, ze

Vyel:ly—z|<d=|fly)— fX)| <e.

Ono ¢ > 0 volime v zavislosti na € a x.

Stejnomérna spojitost je dulezity specidlni ptipad, kdy 0 lze volit v
zavislosti pouze na e, nezavisle na §. To je vyjadieno prehozenim dvou
kvantifikatoru — prvni fadek vyjadiuje spojitost f na intervalu I a
druhy fadek vyjadiuje stejnomérnou spojitost f na I.

Ve>0 |Vz el

35 >0

X

Ve>0|dd >0

Ve el

Vyel:ly—z|<d=|fly)—fX)|<e

Vyel:ly—al<d=|fly) - X[ <e

e 7 uvedeného vysvétleni je ziejmé, ze stejnomérna spojitost je silnéjsi
verze spojitosti, tj., ze kazda funkce stejnomérné spojita na intervalu

je také spojita na I.
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e Priklad 1: Funkce f(x) = z je stejnomérné spojita na R.
Necht € > 0 je libovolné.
Zvolme § = ¢.

Pokud z,y € R jsou takovd, ze |x — y| < d, pak
f(x) = f)=lz—yl<d=e

e Pifklad 2: Funkce f(z) = 22 je spojitd na R, ale neni stejnomérné
spojita na R.

To, ze f je spojita na R, vime jiz z kapitoly IV.

Ukazeme, Ze f neni stejnomérné spojita.

Zvolme ¢ > 0 a x € R.

Protoze f je spojitd, existuje § > 0, ze pro y € B(z,d) plati |f(y) —
fla)l <.

Rozmysleme si, ze takové § musi zaviset na x:

Predpokladejme, ze a ¢ < 1 a x > 1. Nasledujici obrazek ukazuje, jak
je treba zvolit §:

Viz—e T2t e

§ je tieba zvolit tak, aby B(x,d) = (z—0d,x+0) C (V12 —e,Va2 +¢).
Specialné musi platit 6 < vx? +¢ — x.

Protoze lim (va?2+e¢ — x) = 0, vidime, Ze § nelze zvolit nezavislé
T——+00
na .



K Véte VII14

e Tato véta fika, ze funkce spojitda na omezeném uzavieném intervalu je
automaticky stejnomérné spojita.

Pro neomezené intervaly to neplati (piiklad je vyse).

Pro neuzaviené intervaly to také neplati. Napiiklad f(z) = 1 nebo
g(z) = sin i jsou spojité na intervalu (0,1), ale nejsou stejnomérné
spojité.

e Dukaz:

Diikaz provedeme sporem. Predpokladejme, ze f je spojitd na intervalu
(a,b), ale ne stejnomérné spojité.

To znamena, ze plati

Je > 0V0 > 03x € (a,b) Jy € (a,b) : |z —y| < o&|f(x) — f(y)| > e.

Zvolme tedy € > 0 takové, ze plati

Vd > 03z € (a,b) Jy € (a,b) : |z —y| < 0&|f(x) — f(y)| > e.

To znamend, ze pro kazdé kladné ¢islo 9 > 0 existuje dvojice bodu
x,y € {(a,b), pro kterou plati |z — y| < § a zdroven |f(z) — f(y)| > e.

Aplikujme tento postup pro 6 = 711 pro kazdé prirozené cislo n.

Protoze % > (, existuje dvojice bodu z,,y, € (a,b), pro kterou plati
1
T — Yl < ol |f(xn) = flyn)| > €. (%)

Mame tedy dvé posloupnosti {z,} a {y,} prvku (a, b).

Protoze posloupnost {x,} je omezend, podle Bolzano-Weierstrassovy
vety existuje vybrand posloupnost {z,, }, ktera konverguje k néjakému
x eR.

Protoze pro kazdé k € N plati a < z,, < b, podle véty o limité a
usporddani plati a < z < b, neboli z € (a, b).

Z prvni nerovnosti v (x) plyne, ze x, — y, — 0, tedy i z,, — yn, — 0
(limita vybrané posloupnosti).



Proto
—~  —.—

—x —0

Méme tedy z,, — x a y,, — . Podle Heineho véty pro spojitost na
intervalu plati

flan) = f(x) a flyn,) = f(2),
tedy
f(xnk> o f<ynk) - 0> neboli ‘f(xﬂk) o f(ynk)| — 0.
To je ovsem ve sporu s druhou nerovnosti v (xx) (diky vété o limité a
usporadani).
K Véte VIIL.5

e Necht f je spojitd na (a,b). DokdZeme nejprve nasledujici pomocné

tvrzeni:
Ve > 030 > 0VD déleni intervalu (a,b) :

V(D) <5=3(/.D)—8(f.D) <. O

Zvolme tedy ¢ > 0.

Polozme &' = = . Pak také ¢’ > 0.

Podle Véty VIIL.4 vime, Ze f je stejnomérné spojitd na (a,b).

Necht ¢ > 0 pifslusi podle definice stejnomérné spojitosti ¢islu &’. Ne-
boli je takové, ze plati

Vr,y € (ab): |r—yl <= [f(z) - fly) <€ (00)

Ukazme, ze toto 0 dokazuje tvrzeni (o):
Necht
Dia=xy<z<--<z,=b
je déleni intervalu (a, b) splaujici v(D) < 9.
Piipomenme, zZe z definice hornich a dolnich souc¢tu plyne, ze

n

S(f,D)=S8(f,D) =Y (M —my)(w; — x; 1), (@)

i=1



kde
M; = sup f({zi—1,z:)) a m;=inf f({z;1,2:)).

Protoze f je spojitd, mame dokonce
M; = max f({x;_1,7;)) a m; =min f({(z;_1,7;)),
tedy specialné

M; = f(u;) am; = f(v;) pro néjakd u;, v; € (x;_1, ;).

Protoze
|Ui — Ui’ <z, — T < I/(D) < (5,

z (oo) plyne
M; —m; = f(u;) — f(vi) <€
Proto z (©) dostaneme

n

g(va)_ﬁ(faD):Z(Mz_ml) Ty — Tj— 1 Zg — Ti— 1

=) (wi—xi) =€ (b—a)=¢

i=1
Tim je pomocné tvrzeni (o) dokdzané.

e 7 pomocného tvrzeni (o) pak tvrzeni véty plyne jiz snadno pomoci
Veticky VIIL.2(ii).
Duvod je ten, ze pro kazdé ¢ > 0 lze zvolit déleni D spliujici v(D) < 4.

Naptiklad muzeme vzit déleni D,, na n stejné dlouhych intervalta. Pak

v(D) = =2, coz mize byt libovolné malé.

K Lemmatu VI:

e Dukaz:
Diikaz snadno plyne z pomocného tvrzeni (o) dokdzaného vyse.
Necht D,, je posloupnost délenf spliiujici v(D,,) — 0.
Pak plati S(f, D,,) — S(f, D) — 0



[Dukaz z definice limity a (o): Necht € > 0. Necht § > 0 pifslusi e
podle (o). Protoze v(D,,) — 0, existuje ng, ze pron > ng je v(D,) < 9.
Podle volby § pak ovSem pro n > ng plati S(f, D,) —S(f, D) < ¢, coz
dokoncuje dukaz.|

Jiz vime, zZe fab f existuje. Pritom ziejmé
b —_—
S(.D) < [ £23(.D,)

tedy

b
/ f_ﬁ(van) Sg(f’Dn)_ﬁ(f7Dn)_>Ov

b
(/f—ﬂﬁHJSE@DJ—&ﬁDw%&

coz dokoncuje dukaz.






