K oddilu VIII.2 — druha c¢ast, vypocet Riemannova integralu

Doplnék k definici Riemannova integralu

) fab f jsme definovali pro funkce f definovanou na intervalu (a, b).
V tom je implicitné zahrnut predpoklad, ze a < b.

Budeme ovsem z formalnich duvodu potrebovat rozsitit tuto definici i
na piipad a = b a a > b. To udélame nasledovné:

o / f =0, pokud f je definovand v bodé a;

b a
o / f=- / f, pokud @ > b a f ma Riemannuv integral pres
a b
interval (b, a).
e Tato rozsitend definice nam umoznuje zformulovat nasledujici pomocné
tvrzeni zobecnujici bod (ii) z Veéty VIIL3:

Lemma A. Necht a < b a f md Riemanniv integrdl pres interval
(a,b). Pak pro kazdou trojici o, B, € {(a,b) plati

/:fZ/ijr/;f

Dikaz: Nejprve si uvédomme, ze vSechny tii integrély jsou definované

diky bodu (i) z Véty VIIL3.

Pokud o = 7, pak dokazovana rovnost ma tvar

a 3 a
\/\;/ f+£f;[,

Ja

ktera plyne z vyse uvedeného rozsiteni definice Riemannova integralu.

Déle predpokladejme, ze a < . Pokud § = « nebo 8 = v, pak rovnost
opét plyne ptimo z rozsiteni definice Riemannova integralu.



Pokud § neni roven zadnému z bodu «, v, pak mame t¥i moznosti pro

polohu 3, ilustrovanou na nasledujicich obrazcich.
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V prvnim piipadé rovnost plyne piimo z bodu (ii) Véty VIIL.3.

Ve druhém piipadé z bodu (ii) Véty VIIL.3 plyne

B B
/ fz/:f+/7 I3

tedy

/:fz/jf—/ffzfjﬂfgf.

Treti pripad je zcela analogicky.

Nakonec, pokud « > ~, pak lze prohodit roli v a a, protoze dokazovana

rovnost je ekvivalentni rovnosti

«@ B @
Lo=foef s
v v B
Tim je dikaz Lemmatu A hotov.

K Véte VIII.7:

e Geometricky vyznam funkce F:
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Na prvnim obrazku je ilustrovan specidlni ptipad, kdy ¢ = a. Pak F(x)
je integral z f pfes interval (a, x), tedy obsah modfie vyznacené plochy.
Dalsi dva obrazky ilustruji piipad ¢ € (a,b). Pfitom na prvnim z
nich je x > ¢, pak F(x) je integral z f pres interval (c,z), tedy ob-
sah modrfe vyznacené plochy. Na poslednim obrazku je z < c. Pak
F(z) je opacna hodnota k integralu z f pres interval (z,c), tedy ob-
sah ¢ervené vyznacené plochy vynasobeny ¢islem —1. (Poznamenejme
navic, ze F\(¢) = 0.)

Dukaz veéty:
Funkce F' je definovand na intervalu (a,b). To plyne z Véty VIIL5.
Zvolme x € (a,b). Chceme dokazat, ze F'(x) = f(x). Piipomenme, ze

podle definice derivace je

F(2) = lim F(z+h)— F(x)

h—0 h ’

pokud limita na pravé strané existuje.

Protoze x € (a,b), bod x+h patii také do (a,b), pokud h je dosti blizko
nule. Pro takova h je F(x+h) definovéno. Protoze body ¢, z, z+ h patii
do (a,b), Lemma A ndm déava

Fle+h)—F(@) 1" [
" ?</cczz f zéhf> @ 1 [eth
S AVEE AR Y A

To znamena, ze chceme dokazat, ze

z+h

Intuitivni ivaha, pro¢ by méla platit rovnost (x):

f je spojita v bodé x, tedy pro y blizko = je f(y) blizko f(x).

Proto, je-li h malé, je na intervalu (x,x + h) f priblizné rovna f(x), a
tedy integral je priblizné roven f(x) - h.

Proto je %f;M f priblizné rovno f(x).
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Nyni provedeme ptesny dukaz na zakladé uvedené intuitivni tvahy.
Necht & > 0 je libovolné.

Protoze f je spojita v bodé x, existuje takové § > 0, ze
— (x =9,z 4+ 6) C (a,b);
—Vye(@—dx+0): fy) € (flz)—e flz)+e).

Necht nyni h € P(0,4).

Pokud h > 0, pak na intervalu (z,z + h) plati

fl@)—e<f<fla)+e

Podle Veéty VIIL.3(iv) plati

[T [T [T e,

=(f(z)~2)h =(f(x)+e)h

kde rovnosti plynou z toho, ze jde o integrédly z konstantni funkce.

Po vydeéleni h (které je kladné), dostaneme
1 x+h
D-e<yp [ f<i@)e ©)

Pokud h < 0, postupujeme podobné, ale trochu jinak. Na intervalu
(x + h,x) plati

fla)—e<f<f(x)+e
Podle Veéty VIIL.3(iv) plati

fuuw-as ] r= [ o
h) =(f(x)+

=(f(@)—e)- (=

£):(=h)
kde rovnosti opét plynou z toho, ze jde o integraly z konstantni funkce.

Po vydéleni ¢islem —h (které je kladné), dostaneme

f@) e [ r<s@ee



neboli

z+h
f@-e<y [ r<f@e (00)

Nyni, z (o) a (oo) plyne, ze
x+h
vh € P(0,5) - %/ e @) e f@) 4 ).

To ovsem podle definice limity znamend, ze plati (x) a ze dukaz je
hotov.

K definici primitivni funkce:

e Uloha hled4n{ primitivni funkce je inverzni tloha k derivovani. Mame
zadanou funkci f a hleddme funkci F', jejiz derivaci je funkce f.

Této uloze se budeme dukladné vénovat na zacatku Matematiky III.
e Primitivni funkce neni jednoznac¢né ur¢ena. Pokud f je funkce defino-
vana na otevieném intervalu I a F' je funkce k ni na tomto intervalu

primitivni, pak pro kazdou konstantu ¢ € R je i funkce F'+ ¢ primitivni
k funkci f na I. Plati totiz

(F4co)=F+d=f+0=Ff
na I.

e Uvedena nejednoznacnost je jediné. Tedy, pokud F' a G jsou dvé primi-
tivni funkce k téze funkci f na otevieném intervalu 7, pak jejich rozdil
je konstantni funkce.

Duvod je ten, ze v tom ptipadé plati
(F-G)=F-G=f-f=0.

Tedy fukce FF — G ma nulovou derivaci na intervalu I, proto je na [
konstantni (viz Dusledek Véty 1V.34).

e Piedchozi ivahy jsou duvodem toho, pro¢ primitivni funkci definujeme
a hleddme na otevieném intervalu, ne na obecnéjsich mnozinach.



Diikaz Véty VIIL8

Necht I je otevieny interval a f je funkce spojitd na I.
Zvolme néjaky bod ¢ € I.

Definujme funkci F' predpisem
F(z) = / f, r el

Funkce F je dobfe definovand na I diky Vété VIIL.5 (a rozsifeni definice
Riemannova integralu).

Pokud zvolime a,b € I takové, ze a < ¢ < b, pak z Véty VIIL.7 plyne,
ze

F'(z) = f(z) pro x € (a,b).
Z toho uz plyne, ze F' = f na I:
Zvolme x € I libovolné. Pak muzeme zvolit a,b € I takova, zea < ¢ < b
a zarovenl a < x < b, neboli body ¢ a x lezi v intervalu (a, b).
Pak podle pfedchoziho bodu mame F'(x) = f(x).

Tim je dukaz hotov.

Poznamka: Véta VIII.7 a dukaz Véty VIIIL.8 je duvodem, pro¢ se pri-
mitivni funkci nékdy 7ika neurcity integral. Da se totiz vyjadiit jako
integral s proménnou horni mezi.

Aplikace Véty VIIL.8 na dikaz Vety IV.23:

V Matematice I jsme zformulovali Vétu IV.23 o zavedeni logaritmu,
kterou jsme nedokazovali, ale dale pouzivali.
Nyni ji mtuzeme dokazat.

Veta 1V.23 1ikd, ze existuje pravé jedna funkce s uvedenymi vlast-
nostmi. Dokazat ji znamena, ukazat, ze takova funkce existuje a ze
neexistuji dvé ruzné takové funkce.



Nejprve si rozmyslime, ze jednoznac¢nost jsme uz vlastné dokazali:
Necht F' a G jsou dvé funkce, které spliuji vlastnosti (L1), (L2) a (L3).
Z Vety 1V.24 (L9) plyne, ze
/ / 1
F'(z) = G'(z) = = pro x € (0,400),
x
tedy
(F — G) = 0 na intervalu (0, +00),
proto je funkce F' — G konstantni.

Pritom podle Véty IV.26(L5) je F(1) = G(1) = 0, tedy (F'—G)(1) = 0.
Proto je funkce F' — G nulova, neboli F' = G.

Dale dokazme existenci.

Funkce % je spojita na (0, +o00), podle Véty VIIL.8 k ni tedy existuje
primitivni funkce.

Vezméme néjakou primitivni funkci Ly a polozme
L(z) = Lo(z) = Lo(1) pro x € (0, 400).

Pak plati

1
L(1)=0 a L'(z)=-proxe (0,+0).
T

Ukézeme, ze L spliuje vlastnosti (L1), (L2) a (L3):

(L1): Definiénf obor L je ziejmé (0, 400). Navic, protoze L'(z) = 2 > 0
pro z € (0,+00), je L rostouci na (0, +00).

(L3): Protoze L(1) = 0, plati

L(z) — L(1) 1

L
lim L) _ lim =L'(1) = 1= 1.

z—=1x —1 rz—1 x—1

(L2): Ukazeme, ze pro kazdé x,y € (0,400) plati L(zy) = L(z) + L(y).
Zvolme y € (0,400) libovolné a uvazme funkci

g(x) = L{zy) — L(z) — L(y), = € (0, +00).
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Pak pro kazdé = € (0, +00) plati
1 1 1 1
/ :L, . —L/ —_ —. ——:———:O
g'(x) = L'(zy) -y — L'(x) WV i 2"
tedy funkce ¢ je konstantni na (0, +00).
Protoze

g(1) = L(1-y) — L(1) — L(y) = 0,
je g nulova na (0, +00).
Zbyva si uvédomit, ze to je presneé to, co jsme potiebovali dokazat.

K Véte VIIIL.9:

e Vzorec obsazeny v této vété se nazyva Newton-Leibnizova formule.
Tato véta se nekdy nazyva ,zakladni véta analyzy*.

Dava totiz do souvislosti primitivni funkci a Riemanntuv integrél. Je
zakladni pocetni metodou, jak spocitat Riemannuv integral.

K tomu samoziejmeé je potfeba umeét pocitat primitivni funkce. To se
nauc¢ime v Matematice III. (Ale leccos umime uZ ted, protoZe umime
derivovat.)

e Dukaz:

— Necht f je spojitd na intervalu (a,b) a F je néjakd primitivni
funkce k F na (a,b).

— Definujme si pomocnou funkei g na intervalu (a—1, b+1) vzorcem:

fla), =€ (a—1,a),
g(x) = f(z), =€ (a,b),
f), xe€(bb+1).

Tedy funkci f prodlouzime o dva konstantni iseky, jak je znazornéno
na obrazku:

N

|
|
|
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a—10a bb+1



— Funkce ¢ je spojita na intervalu (a — 1,0+ 1).
oznacme .
G(x):/g, r€(a—1,b+1).
Pak G’ = g, neboli G je primitivni funkei ke g na (a — 1,0+ 1)
(viz Véta VIILS a jeji dukaz).
Z definice funkce G plyne, ze

b b
G(b) = G(b) — G(a) = / g= / i (L),

— Protoze na intervalu (a,b) mame nyni dvé primitivni funkce k f
— F a G, musi byt jejich rozdil konstantni. Tedy existuje ¢ € R
splnujici

F(z) = G(z) + ¢ pro z € (a,b).
Pak ovsem

lim F(z) = lim G(z)+c=G(a) +c=c,
T—a4

T—a4
lim F(z) = lim G(z)+c=G(b) +c,
r—b_ T—b_

a tedy .
(lim F(z)) — (lim F(z)) = G) 2 / f

x—b_ T—=ay

a dukaz je hotov.

e Poznamka: Predchozi dukaz je ponékud trikovy. Lze postupovat i tro-
chu jinak:

Definujme

Glz) = /f v (a,b).

Podle Veéty VIIL7 plati G'(z) = f(x) pro x € (a,b), tedy G a F se lisi
o konstantu. Proto existuje ¢ € R spliujici

F(xz) = G(xz)+cpro x € (a,b).

K tomu, abychom mohli provést zavéreény vypocet stejné jako v predchozim
postupu, potfebujeme védeét, ze G je spojitd na (a,b).
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K tomu vyuzijeme fakt, ze f je omezend na intervalu (a, b) (VétaIV.19).
Existuje tedy takové M > 0, ze |f| < M na (a,b). Pak pro x € (a,b)
plati

¢ | Véta VIIL3(v) o Veta VIIL3(iv) o
Gal=|[ f‘ < [T [

T—a+

=M(x—a) — 0,

a tedy lim, .+ G(z) =0 = G(a).

Podobné
b
I

a tedy lim, - G(z) = G(b).

) — G(b)] = < <

Véta VIIL3(v) b Veta VIIL3(iv) b
/ /] / M

= M(b—z) =50,
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