Doplnujici cviceni k oddilim VIII.1 a VIII.2

Poznamka: Prvni ¢tyfi cviceni jsou zaméreny na pochopeni definice Rieman-
nova integralu a Véticky VIII.2. Je uziteéné jim porozumét, néjaké otazky
podobného druhu se mohou objevit u zkousky.

Cvi¢eni 1: Necht funkce f md Riemanniv integrdl pres interval {a,b). Necht
c € {a,b) a necht g je funkce definovand na intervalu {a,b), kterd se se
shodugje s funkci f vsude s vyjimkou bodu c. Ukazte, Ze g ma také Riemannuv
integral pres interval (a,b) a navic fabg = f;f

Navod: Pouzijte Veéticku VIIL.2(i). (Nejprve pro funkei f — k danému
€ > 0 najdéte prislusné déleni. Pak uvazte jeho zjemnéni takové, ze c je jeho
délicim bodem a délici intervaly obsahujici bod ¢ jsou dostateéné malé.)
Cviéeni 2: Necht f a g jsou dvé funkce definované na intervalu {(a,b), které
se rovnaji vsude s vyjimkou koneéné mnoha bodu. Predpoklidejme, Ze f md
Riemanniiv integrdl pres (a,b). UkaZte, Ze g md také Riemanniv integradl pres
interval {a,b) a navic fabg = fab f.

Navod: Odvodte ze Cviceni 1.

Cviceni 3: Necht a < ¢ < b jsou redlnd éisla a funkce f je na intervalu {a,b)

definovand vzorcem
p x € (a,c),
fla) = { -

q x€(cb).

Ukazte, Ze fab f=plc—a)+qlb—rc).

Navod: Pouzijte Véticku VIIL.2(i) a déleni s délicimi body a, ¢, d, b, kde

d je dost blizko c.
Cviceni 4: Necht

D:ia=xg<r1 <9< ---<2,=0b
je déleni intervalu {a,b). Necht f je funkce definovand na intervalu {a,b),
kterd na otevieném intervalu (x;_1,x;) je rovna konstanté c;. Ukazte, Ze f
ma Riemanniv integral pres {(a,b) a spoctéte ho.

Navod: Diky Cviceni 2 muzeme predpokladat, ze f = ¢; na intervalu
(o, 1) a f = ¢; na intervalu (x;_1, ;) pro j > 1. Nasledné pouzijte Véticku
VIIL.2(i) pro déleni

Dia=ag<t1 <y <To<ys<- < Tpq <Yp1<Tp=>0,

kde rozdily y; — x; jsou dost malé.



Poznamka: Nasledujici cviceni nesouvisi primo s Riemannovym integralem,
ale tykaji se pojmu stejnomérné spojité funkce. Tento pojem je v kapitole VIII
pro nas ¢isté pomocny, slouzi pouze k dukazu Véty VIIL.5. Je to vsak obecné
v matematice dosti dulezity pojem, s kterym se jesté setkdme v Matematice
IV.

Tato cviceni slouzi k lepsimu pochopeni stejnomérné spojitosti, ale nejsou
nezbytna pro Matematiku IT ani pro slozeni zkousky.

Cwiceni 5: Necht f je funkce definovand na intervalu I. UkaZte, Ze

f je stejnomérné spojitd na intervalu I <=

V{x,},{yn} posloupnosti v I : x, — y, — 0= f(z,) — f(yn) = 0.

Navod: Pro implikaci = pouzijte definici stejnomérné spojitosti a definici
limity. Opacnou implikaci dokazte obménou, postupem uzitym v dukazu Véty
VIIL.4.

Cviceni 6: Ukaste, Ze funkce f(x) = sin L neni stejnomérné spojitd na (0,1).

Navod: Pouzijte Cviceni 5.
Cvi¢eni 7: Necht f je stejnomérné spojitd na intervalu (0,1). Ukaste, Ze f je
omezend na (0,1).

Navod: Necht & > 0 pifslusi podle definice stejnomérné spojitosti ¢islu
e = 1. Pak f je omezena na kazdém intervalu délky mensi nez 4. Interval
(0,1) Ize pokryt koneéné mnoha takovymi intervaly.

Cvi¢eni 8: Necht f je funkce stejnomérné spojitd na intervalu (0,1). UkaZte,
Ze existuji vlastnd limity im, o1 f(x) a lim,_1_ f(z).

Navod: S pouzitim Cviceni 7 a Bolzano-Weierstrassovy véty ukazte, ze
existuje posloupnost {z,} z intervalu (0,1), pro kterou z,, — 0 a lim f(x,)
existuje vlastni. Ozna¢me tuto limitu L. S pouzitim Cviceni 5 ukazte, ze
pro kazdou posloupnost {y,} z intervalu (0,1), kterd konverguje k 0, plati
f(yn) — L. Z toho odvod'te, ze lim, ,oy f(x) = L. Pro limitu pro z — 1—
postupujte podobné.



Cviceni 9: Necht I je otevieny interval a f je funkce definovand na I, kterd
md v kaZdém bodé x € I vlastni derivaci. Predpokldadejme, Ze [’ je omezend
na I. Ukazte, Ze f je stejnomérné spojitd na I.

Navod: Necht |f/| < M na I. Z Lagrangeovy véty odvod'te, Ze pro kazdé
x,y € I plati |f(z) — f(y)| < M - |x — y|. Ukazte, ze z této podminky plyne
stejnomérnd spojitost.

Cviceni 10: Definujme stejnomérnou spojitost pro funkce vice promeénngych
takto: Necht A CR™ a f: A — R je funkce. Rekneme, Ze f je stejnomérné
spojitd na mnoziné A, pokud

Ve >03d > 0Ve,y e A:p(x,y) <o =|f(z)— fly)| <e.
1. Ukazte, Ze spojita funkce na kompaktni mnoziné je stejnomeérné spojitd.
2. Ukazte, Ze f je stejnomérné spojitd na mnoziné A, prave kdyz

V{x,}, {yn} posloupnosti v A : p(xp,yn) — 0= f(z,) — f(y.) — 0.

Navod: 1. Pouzijte stejny postup jako v dukazu Veéty VIII.4.
2. Postupujte analogicky jako ve Cviceni 5.



