Reseni ptikladu II1/2
Méjme rovnici
y' = sin(z + y).
Provedeme substituci ,z = x + y“, neboli ,y = z — z“. To znamend, ze budeme Teseni hledat ve
tvaru y(x) = z(z) — z, kde 2z je nova neznamé funkce. Tak dostaneme rovnici pro z

2/ —1=sinz, neboli 2z =1+sinz.
To je rovnice se separovanymi proménnymi (dokonce autonomni). Resime standardni metodou

(h(z) =1, g(2) =1 +sinz):
Krok 1. Regeni budeme hledat na R.

Krok 2. Stacionarni feSeni jsou z(x) = —% + 2km, x € R (kde k € Z je libovolné).
Krok 3. Maximalni oteviené intervaly, kde funkce g je spojitd a nenulova, jsou (—3 + 2k, %W +
2km), k € Z.
Krok 4. Hleddme feseni s hodnotami v nékterém z intervali z tfetiho kroku. Ta spliuji
Z/
1+sinz -

Primitivni funkce k pravé strané je x, potirebujeme spocitat primitivni funkci k levé strané. K

tomu je t¥eba spocitat integral [ Hsﬁ dz na kazdém z intervald z 3. kroku. Protoze funkce je

27-periodicka, staci vypocet provést na jednom z intervali, napiiklad vezmeme interval (—3, %ﬂ')

Takovyto integral 1ze pomoci substituce u = tg 5 nebo u = cotg 5 prevést na integral z racionalni
funkce. Prvni substituce funguje na intervalech (—m + 2km, 7 + 2k7), k € Z, druha na intervalech

(2km, 27 + 2km), k € Z. Zvolime-li prvni z nich, bude tedy fungovat na (—%,7) a na (r, 37). Po
provedeni substituce standardnim zptisobem dostaneme integral z racionalni funkce:

1 2 2 c 2
[t m [ e
1+ 3% 1+u (14 u) 1+u

na (—oo,—1) a na (—1,+00), tedy

/ 1 c 2
—dz=————
1+sinz 1+tg3

na (—%,m) ana (m, 2m). Protoze vSak potiebujeme primitivni funkci na celém (—%, 27), je potieba

vysledky na obou intervalech slepit. To lze udélat nasledovné. Definujme funkci

2 3

o(2) = { “Trgz 2 € (=5mU(m 57,
0 z=T. .

Protoze ¢ je spojita na (—73, %ﬂ') (limita v bodé 7 z obou stran je nula) a je primitivni funkei na

(=%, 7) ina (m, 3), je primitivni funkei i na (—%, 37).

L__ je 2m-periodicka, primitivni funkci na (=5 +2km, %71‘ + 2k7) muzeme ziskat

Protoze funkce -

jako ¢(z — 2km). Refeni s hodnotami v intervalu (—% + 2k, 37 + 2km) tedy splituji rovnici
plz—=2km)=x+c

pro né&jaké ¢ € R. ProtoZze funkce ¢ ma v bodé —3 zprava limitu —oo a v bodé %7? zprava
limitu +o0, zobrazuje interval (—%,2m) na R. Stejné tak funkce ¢(z — 2km) zobrazuje interval
(—Z + 2km, 37 + 2k7). ReSeni budou tedy definovdna na R (diky prvnimu kroku) a budou déna
vzorcem

z(x) =9 Nz +e)+2km, 2R, (ceERkEZ).



1

Pro explicitni vyjadfeni je tfeba spoditat ¢ ~1. Poditejme tedy: Pro z = 0 je o~ !(x) = 7. Dale,
3

funkce ¢ zobrazuje interval (—%,m) na (—o0,0) a interval (7, 37) na (0, 400). Pro z < 0 rovnici
tedy

upravime na

neboli

2
z = 2arctg(—— — 1),
x

protoze pro z € (—5,7) je 5 € (=%, %) C (=%, 5) a inverzni funkei k funkci tg ztzené na (-3, 3)
je funkce arctg. Podobné pro x > 0 upravujeme
2
—_— =1
1+tg3
z 2
tg—=———1
& 2 x

2
z = 2arctg(—— — 1) + 2,
x

protoze pro z € (m,3m) je 2 € (%,2m) C (3,
funkce arctg +m. Celkem tedy mame

N

7) a inverzni funkci k funkei tg ztZené na (%, 37) je

2arctg(—2 — 1) x <0,
o Hz)={ m x =0,
2arctg(—2 — 1)+ 21 x> 0.

Dosazenim ziskdme vzorec pro feSeni (s pouzitim faktu, Zze arctg je lichd funkce)

-2 arctg(x%rc +1) + 2k7m x € (—o0, —c),
z(x) =< m+2km T = —c,
-2 aurctg(yﬁ_C + 1)+ 27+ 2knr z € (—c,+00);

kde k € Z a ¢ € R jsou libovolné konstanty.

Krok 5. Protoze feSeni nalezend ve 4. kroku jsou definovana na R, jsou maximalni. Maximalni
feSeni jsou tedy jednak stacionarni feSeni z 2. kroku a jednak feseni z 4. kroku.

Zpét k ptivodni rovnici. Maximdalni feSeni ptivodni rovnice jsou tedy tato:

y(a:):—x—g-l—Zlm, reR; a

—r — 2arctg(%+c +1) + 2k7m x € (—o0, —0c),
y(z) =4 c+7m+2kn r = —c,
—x — 2arctg( mic + 1)+ 27+ 2knr z € (—c,+00);

kde k € Z a ¢ € R jsou libovolné konstanty.



