ResSeni soustav linearnich rovnic

Metody reSeni

Metoda inverzni matice: Mame-li soustavu Ax = b, kde A je regularni
matice, pak jediné feSeni mé tvar & = A~'b.

Tato metoda je pouzitelna jen v pripadé, ze pocet neznamych je stejny
jako pocet rovnic a navic je matice soustavy regularni. V jinych ptipadech
pouzitelna neni.

Tato metoda je vhodnda v ptipadé, ze vime, ze matice soustavy je re-
gularni, a navic chceme soustavu resit pro vétsi mnozstvi ruznych vek-
toru pravych stran. Pak se vyplati spocitat inverzni matici a pouzit
uvedeny vzorec.

Pokud chceme soustavu tesit jen pro jeden vektor pravych stran (Ci
nékolik malo vektoru), byva vyhodnéjsi metoda eliminace (viz nize),
kterd je pocetné jednodussi nez vypocet inverzni matice a nasledné
nasobeni.

Cramerovo pravidlo: Mame-li soustavu Az = b, kde A je regularni ma-
tice, Véta VI.17 nam dava vzorec pro feSeni.

Tato metoda dé jednoduchy vzorec pro soustavy dvou rovnic o dvou
neznamych, pro rozsahlejsi soustavy se moc nehodi, protoze jeji pouziti
pro soustavu n rovnic o n neznamych by vyzadovalo vypocet n + 1 de-
terminantu matic fadu n. To muze byt uzitec¢né pro piipad, kdy matice
soustavy mé néjaky velmi specidlni tvar. Nicméneé, jak bylo vysvétleno
drive, vyznam Véty VI.17 je spise teoreticky.

Metoda eliminace: NapiSeme si rozsifenou matici soustavy (A|b) a néjakou
transformacf ji prevedeme na schodovitou matici (A’|b’). Pak vytesime
soustavu A’z = b'.

Prevadét matici na schodovitou jiz umime, zbyva se naucit vytesit
soustavu A’z = b’, pokud (A’|b’) je schodovitd matice.

To délame ,jodzadu“. Nejprve z tvaru posledni rovnice pozndme, zda
soustava ma feseni nebo ne.

Pokud posledni rovnice (mysleno posledni z rovnic, které néco pozaduji,
tedy nejsou tvaru 0 = 0) ma tvar 0 = ¢, kde ¢ je nenulové ¢islo, pak



soustava nema feSeni. V ostatnich pfipadech ma teseni. Toto rozliseni
odpovida ekvivalenci (1) < (2) z Véty VI.16.

Déle predpokladejme, Zze soustava ma feSeni. Pak vSechna feSeni na-
jdeme postupnym vypoctem od posledni rovnice k prvni. Nejprve si to
popisme na specialnim pripadu.

Predpoklddejme, ze pocet nezndmych (n) se rovnd hodnosti matice
soustavy (a také hodnosti rozsitené matice soustavy). To znamend, ze
pocet nul, jimiz zacinaji Fddky matice (A’|b") je postupné 0,1,2,...n—1
pro prvnich n Ffadku a dalsi fadky (pokud néjaké dalsi jsou) jsou jiz
nulové. V tomto piipadé ma soustava pravé jedno treseni — z posledni
rovnice vyjadiime z,, z predposledni x,_; (s vyuzitim znalosti z,,), a
tak déle, az z prvni rovnice vyjadiime x; (s vyuzitim toho, Ze jiz zname
hodnoty ostatnich nezndmych).

Pokud pocet nezndmych je vétsi nez hodnost matice soustavy (kterd
se rovna hodnosti rozsifené matice soustavy), ma soustava nekonecéné
mnoho feSeni. Najdeme je pomoci mirné modifikace postupu pouzitého
v dukazu implikace (2) = (1) z Véty VI.16:

Kdyz jsme popisovali, jak najit jedno feseni, postupovali jsme odzadu
tak, Ze za nékteré neznamé jsme zvolili 0 a ostatni jsme dopocitali.
Modifikace spociva v tom, ze misto toho, abychom za patiicné neznamé
zvolili 0, mohou nabyvat libovolnych hodnot, coz vyjadiime volbou
patiicného po¢tu parametru. Ilustrujeme me to na stejném prikladu:
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Hodnost matice soustavy i rozsitené matice soustavy je 3. Této matici
odpovida soustava
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Z druhé rovnice vyjadiime
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Hodnotu xg jiz zname, dostaneme tedy
T3 = —=Iy — —. (%)

Z prvni rovnice vyjadiime
r1=1—"Txg — x5 — 34 — 229.

Dosadime za xg podle (x). (A také za x3 podle (%), ale to v tomto
piipadé neni nutné, protoze ve vzorci pro z; se nevyskytuje xg.) Tim
dostaneme
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Vsechna feseni jsou dédna rovnostmi (x), (%) a (* % *). Mnozina vSech
feseni je tedy
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Hodnoty w9, x4, x5 mohou byt libovolné, plni tilohu parametru. Muzeme
pro né zvolit i jiné oznaceni, takze se lze setkat tfeba se zapisem
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Reseni piikladit 17-19 ze superseminaie

Piiklad 17. Najdéte vSsechna TeSeni soustavy Ax = b pro nasledujici matici
A a tfi vektory pravych stran.

1 2 3 4 5 6
A=|7 8 9|, bi=[10],b0=[11],05=1]12
13 14 15 16 12 16

Pouzijeme metodu eliminace. Abychom ji nemuseli délat tiikrat, budeme
uvazovat ,trikrat rozsifenou* matici soustavy — k matici A pridame tii uve-
dené sloupce pravych stran a upravy budeme délat na celou matici typu
3 % 6.

1 2 3]14|5]6
7 8 9101112
13 14 1516|1216

2 3| 4 3 6
7 8 9 |10 11 |12
-1 -2 -3|—-4|-10|-8

+1.

1 2 3 4 ) 6
~ 0 —6 —12|-14|-24| =30
0 0 0 0 -5 | =2

Nyni vidime, Ze pro pravé strany by a bz nemd soustava feseni. (To plyne z
Veéty VI.16; také pfimo z toho, ze tfeti rovnice ma v téchto pripadech tvar
0= —5resp. 0 = —2.)

Pro pravou stranu b; soustava mé feseni (hodnost matice soustavy i
rozsifené matice soustavy je 2). K tomu, abychom nasli vSechna teSeni nej-
prve prepiSeme matici na soustavu rovnic:

I1+2$2+ 3.T3 =4
- 65[’2 - 125(33 =—-14

Z druhé rovnice vyjadiime

7
To = g — 25[’3 (O)

Z prvni rovnice vyjadiime
T = 4 — 2$2 — 3233.
Dosadime za x5 podle (o) a dostaneme
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Vsechna feseni jsou uréena rovnostmi (o) a (o).

Zaver: Pro pravé strany by a bz soustava nemd teseni. Pro pravou stranu b,
ma soustava nekonec¢né mnoho feSeni ve tvaru
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Priiklad 18. Najdéte vSsechna TeSeni soustavy Ax = b pro nasledujici matici
A a dva vektory pravych stran.

A: ,blz ,bgz
2020 3 4

Budeme postupovat podobné jako v Prikladu 17, pouzijeme metodu eli-
minace na ,dvakrat rozsitenou“ matici soustavy.
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Nyni je ztejmé, ze A je regularni a ze soustava ma pro kazdou pravou stranu
praveé jedno fesSeni. To najdeme tak, Ze si matici prepiSeme na soustavu.
Pro b; mame soustavu:

T1+To+ 23 + 14 =1
l’2+2l’3+3$4:4
2[L’3+3ZE4=4
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Tu feSime odzadu:

Ty = —7,

2
3 3 11
XT3 233'4 +4 4
3 11
ZL‘2:4—3JZ4—2$3:4+§—?:0,

1 1+1 1 0 >
r1=1—24— 23— 29 = - — —0=—-.
1 4 3 2 571 1
Pro by, mame soustavu:

T1+To+ 23 + 14 =1
$2—|—2$3+3ZE4:5
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—25134:2
I tu feSime odzadu:
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To=5b—-3r,—213=54+3—-8=0,
r1=1—a4—23—20=1+1—-4—-0=-2.
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Jinda moznost reseni: V okamziku, kdy jsme zjistili, ze A je regularni, mohli
jsme v fadkovych dpravach pokracovat dale, az bychom A prevedli na jed-
notkovou matici. Pak bychom na misté pravych stran dostali feSeni. Vypocet
by vypadal napiiklad takto:
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Vidime, ze jsme dostali stejny vysledek.
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Priklad 19. Pro kterd b ma soustav Ax = b teseni? Najdéte vSechna teseni
pro uvedeny vektor pravych stran.

Ot = N =
NN

Pro odpovéd na prvni otdzku pouzijeme Vétu VI.16. NapiSeme si rozsifenou
matici soustavy pro obecny vektor pravych stran a pomoci fadkovych iprav
prevedeme na schodovitou matici.

T —71 22 2|y 2 2 2 by
-1 2.2 0 |b —2 -2 —4 |by—2b
- 43 4 |by 2 1 2 | by—1b
41 —8|b, —6 —9 —18|by — 5b,
1 2 2 2 by 1 2 2 2 by
0 -2 —2 —4 by — 2b, 0 —2 —2 —4 by — 2b,
~ 0 0 —1 —2|bs+by—3b ~ 0 0 -1 -2 bs + by — 3b;
3.0 0 —3 —6|by—3by+b 0 0 0 0 |by—3bs— 6by+ 100

Vidime, ze hodnost matice soustavy je 3. Pokud by — 3bs — 6by + 10b; # 0,
pak hodnost rozsitené matice soustavy je 4, tedy soustava nem4 feseni. Pokud
by — 3bs — 6by + 10b; = 0, pak hodnost rozsitené matice soustavy je také 3,
tedy soustava ma teSeni.

Z toho dostdvame odpovéd na prvni otdzku:

Soustava md tesent, prdve kdyz by — 3bs — 6by + 100, = 0.

Nyni se podivejme na ur¢enou pravou stranu. Uvedenou podminku splnuje,
proto feSeni existuje. VSechna feSeni najdeme metodou eliminace. Protoze
jsme eliminaci provadéli pro obecnou pravou stranu, nemusime ji provadét
znovu od zacatku, stac¢i dosadit za b do vysledku:

1 2 2 2 1 1 2 2 21
0 -2 -2 -4 1-2-1 _ 0 -2 -2 —4|-1
0 0 -1 -2 1+1-3-1 B 0 0 -1 —-2|-1
0o 0 0 0|-1-3-1-6-1+10-1 0 0 0 01]0

Nyni si matici pfepiSema na soustavu rovnic:
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Tuto soustavu resime odzadu:

I‘3:1—2$4,
—1 2 —1 142 20, = 1
To = 5 T3 Ty = 5 Ty Ty = 5

T :1—21‘2—21'3—2]74: 1+1-2+4ZE4-2£L’4:2I4
Vsechna teSeni jsou tedy tvaru
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