K oddilu VI.4 — soustavy linearnich rovnic

Zakladni znaceni, formulace tlohy a jeji feSeni:

e Budeme se zabyvat soustavami m linearnich rovnic o n neznamgych.
Obecny tvar takové soustavy je v textech k predndsce oznacen (S).
Zduraznuji, ze pocet nezndmych (n) a pocet rovnic (m) se muze lisit.
Ptipad m = n, tj. kdy pocet neznamych je stejny jako pocet rovnic, je
dulezity specidlni pripad, kterému se vénuje mj. Véta VI.15.

e V soustavé (S) jsou pfedem zadana ¢isla a;; (koeficienty) a b; (pravé
strany). Symboly z; oznacuji neznamé. Jde tedy o nasledujici dlohu:

Najit takové hodnoty 1, ..., x,, aby vSech m rovnosti ze soustavy (S)
platilo.

e Muze se stat, ze soustava nemé zadné feSeni; muze se stat, ze ma prave
jedno TeSeni (tj. existuje pravé jedna n-tice wy,...,z,, kterd soustavu
spliiuje); muze se rovnéz stét, ze soustava ma vice ruznych reseni.

Déle se nauc¢ime rozlisovat mezi témito moznostmi a také metodu, jak
feseni najit.

e Soustavu (S) muzeme vyjadrit v maticovém tvaru Axz = b, kde A je
matice soustavy (typu m X n), b je vektor pravych stran (sloupcovy
vektor délky m) a @ je neznamy sloupcovy vektor délky n.

7 definice maticového nasobeni plyne, ze rovnost Ax = b je ekvivalentni
m rovnostem soustavy (S).

Vyhodou maticového zapisu je, ze m rovnic soustavy (S) lze zapsat je-
dinou (maticovou) rovnici Az = b a pro analyzu feSeni muzeme pouzit
vlastnosti maticového nasobeni.

Metoda eliminace a rozsifena matice soustavy

e Zakladni metodu Feseni soustavy (S) je metoda eliminace. Jeji zékladni
princip spoc¢iva v tvrzeni:

Necht A je matice typu m xn a b sloupcovy vektor délky m. Piedpoklé-
dejme, ze aplikaci néjaké transformace 7' na matici A vznikne matice A’
a aplikaci téZe transformace na vektor b vznikne vektor b’. Pak soustavy
Az = b a A’z = b’ majf stejnou mnozinu feSeni.



e Dukaz tohoto tvrzeni: Stac¢i dokézat, zZe:
Pro kazdy sloupcovy vektor @ délky n plati Az = b < A’z =b'.
Pritom implikace = plyne piimo z Véty VI.6.

K dukazu implikace <= pouzijme nejprve Vétu VI.5(ii). Ta nam d4 exis-
tenci transformace T” takové, ze aplikaci 7" na A’ vznikne A a aplikaci
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e Pouziti tohoto tvrzen:

Meéjme soustavu Ax = b. Matici A umime pomoci néjaké transformace
T prevést na schodovitou matici A’. Aplikujeme tutéz transformaci na
vektor pravych stran b a dostaneme vektor b'.

Podle vyse uvedeného tvrzeni vime, ze soustava Ax = b ma stejnou
mnoZinu fesen{ jako A’z = b'.

Staci tedy vyfesit soustavu A’z = b'. Protoze A’ je schodovitd, je na-
lezeni Teseni snadné, jak si vysvétlime a ilustrujeme pozdéji.

e Vyuziti rozsifené matice soustavy: Nejjednodussi zpusob, jak tutéz
transformaci provést na A i na b, je pracovat s rozsitenou matici sou-
stavy (Alb). Tu upravime pomoci néjaké transformace na schodovi-
tou matici (A’|b"). To je také zptsob, jak to v konkrétnich pifkladech
délame.

K Véte VI.15

e Tato véta se tyka soustav s ¢tvercovou matici, tj. pripadu, kdy pocet
neznamych je stejny jako pocet rovnic.

e Co véta tika: Je formulovana jako ekvivalence tii tvrzeni, coz je casty
zpusob formulace vét. Ale obsahem jsou nésledujici dvé tvrzeni:

Je-1i A regularni, pak pro kazdou pravou stranu b ma soustava Ax = b
praveé jedno feseni. (To je presné implikace (i) = (i7).)

Neni-li A regularni, pak existuje takova prava strana b, ze soustava
Az = b nemd feseni. (To je implikace non(i) = non(iii), kterd je
obménou implikace (iii) = (4).)

Je tedy jasné, ze obé uvedena tvrzeni z véty plynou. Naopak, pokud
obé tvrzeni plati, pak z nich plynou implikace (i) = (i) a (i77) = (7).



Protoze implikace (i7) = (i77) je trividlni, dostaneme ekvivalenci vsech
tii tvrzeni.

Z téchto tuvah plyne, ze staci dokazat uvedend dveé tvrzeni.

Dikaz implikace (i) = (i¢) (tj. prvniho z uvedenych tvrzeni):
Predpokladejme, Ze A je reguldrni. Uvazme tedy inverzni matici A=t

Vezméme nyni libovolny vektor b pravych stran (tj. libovolny sloupcovy
vektor délky n) a podivejme se, jak vypada reseni soustavy Ax = b.

Pokud «x je fesenim, tj. Ax = b, pak plati
A Az) = A 'S.
Protoze maticové ndsobeni je asociativni, muzeme levou stranu upravit
AN Az) = (A'A)z =[x = x.
To znamens, ze © = A~'b. Tim jsme ukdzali, Ze jediné tento vektor
muze byt feSenim.
Naopak, vektor & = A~1'b skutetné feSenim je, protoze

A(A™'b) = (AA™)b =1b = b.

Tim je dikaz hotov: Ukdzali jsme, Ze vektor x = A™'b je fesenim a
zaroven, ze kazdé teseni musi mit tento tvar. Tedy existuje prave jedno
feseni, a to £ = A~'b.

Dikaz implikace non(i) = non(iii) (tj. druhého z uvedenych tvrzeni):
Predpokladejme, ze A neni regularni. Pak h(A) < n (viz Véta VL.7).
Déle, matici A 1ze néjakou transformaci T' prevést na schodovitou ma-
tici S (Veta VI.5(i)).

Plati h(S) = h(A) < n (Véta VL5(iii)), a tedy matice S mé posledni
fadek nulovy.

Necht b’ je sloupcovy vektor délky n, ktery mé na poslednim misté
¢islo 1. (Jaka cisla mé na ostatnich mistech, neni podstatné, mohou
byt tfeba nulova.) Pak soustava Sz = b’ nemd feseni. Duvod je ten, Ze
posledni fddek matice S je nulovy, a tedy, at zvolime x jakkoli, posledn{



prvek soucinu Sz bude roven 0, a tak se tento sou¢in nemuze rovnat
b/

Necht 7" je transformace odpovidajici transformaci T podle Véty VI.5(ii).
Pak aplikaci 77 na S vznikne A.

Oznaéme b vektor, ktery vznikne aplikaci 7" na b'. Pak soustava Az = b
m4 stejnou mnozinu feseni jako soustava Sx = b (viz vyse vysvétleny
princip eliminace).

Protoze soustava Sz = b’ nemd feseni, ani soustava Az = b nem4
reseni.
Tim je dukaz hotov.

e Jesté k vyznamu této véty: Vyse jsme si vysvétlili, co tato véta tika. Z
dukazu plyne jesté jeden aspekt vyznamu:

Pokud A je regularni, pak pro kazdou pravou stranu b existuje prave
jedno feseni. Toto feseni je navic ddno vzorcem & = A~'b. Mame tedy
nejen ,existenci a jednoznacnost feseni“, ale i vzorecek pro TeSeni.

K Véte VI.16:

e Na rozdil od Véty VI.15 se tato véta tyka obecného piipadu (pocet
neznamych a pocet rovnic se nemusi shodovat).

Jejim obsahem jsou dvé kritéria fesitelnosti soustavy (S).

e Diikaz ekvivalence (1) < (3):

Matice A je typu m X n, ma tedy n sloupcu. Ozna¢me tyto sloupce

ai,as,...,a,. Kazdy z nich je sloupcovy vektor délky m.
Ty
T2 | . , . . .
Pokud & = | . | je sloupcovy vektor délky n, pak z definice mati-
Tn

cového nésobeni plyne

Ax = x1a; + 21009 + -+ - + T0Q,.

Nyni je ekvivalence (1) < (3) zfejmaé:



Soustava (S) mé feseni < Jx € M(n x1): Az =b
< drq, ..., T, s TG + 2209 + - - - + x,a, < vektor b 1ze vyjadrit jako
linearni kombinaci vektoru aq, ..., a, (a to jsou sloupce matice A).

e Dikaz ekvivalence (1) < (2):

Uvodni tivahy: Uvazme rozsifenou matici soustavy (A|b). Podle Véty
VI.5(i) muzeme tuto matici néjakou transformaci prevést na scho-
dovitou matici (A’|b").

Podle principu eliminace vysvétleného vyse vime, ze soustavy Ax =
b a A’z = b’ maji stejnou mnoZinu feSeni.

Dale, podle Véty VL.5(iii) plati zaroven h(A'|b") = h(A|b) a h(A) =
h(A).

Protoze (A’|b’) je schodovitd matice, je schodovitd i matice A/,
tedy hodnost kazdé z téchto matic je rovna poctu nenulovych
radku. Je ov8em jasné, ze matice A’ nemuze mit vice nenulovych
fddku nez matice (A'|b).

Proto mame h(A") < h(A'|b'), a tedy 1 h(A) < h(A|b).

Dukaz implikace (1) = (2): Dokazeme obmeénu, tj. implikaci non(2) =
non(1).

Predpokladejme, ze h(A) # h(A|b). Podle ivodnich dvah dostavame
h(A’) < h(A']b"). To znamen4, ze matice A’ m& méné nenulovych
fddku (a tedy vice nulovych fadki) nez matice (A'|b').

Proto existuje takové j, ze j-ty rddek matice A’ je nulovy, ale j-
ty fadek matice (A’|b") neni nulovy, tedy vektor b’ ma na j-tém
misté nenulové cislo.

To ovSem znamend, Ze soustava A’z = b’ nem4 feSeni. Divod je
ten, ze v j-tém radku soucinu A'x je soucin j-tého fadku matice
A" a z. To je ovem nula, a tedy se sou¢in A’z nemuze rovnat b'.
Tedy ani soustava Ax = b nema feseni.

Dikaz implikace (2) = (1): Predpoklddejme, ze h(A) = h(A|b). Pak
h(A’) = h(A']b'), a tedy matice A’ a (A’|b') maji stejny pocet ne-
nulovych faddki. Ukézeme, Ze soustava A’z = b’ m4 feseni. Tim
budeme hotovi.

Pouzijeme podobné znaceni a pristup, jaky jsme pouzili v oddilu
VI.2, kdyz jsme zduvodnovali, ze nenulové tadky ve schodovité
matici jsou linearné nezavislé.



Oznacme p = h(A")(= h(A’|b")). To znamend, ze prvnich p fadku
v matici A’ je nenulovych a vsechny dalsi rddky jsou nulové (a to
i v matici (A'[b")).

Pro j = 1,...,p necht k; je pofadi sloupce, v némz je prvni ne-
nulovy prvek v j-tém tadku matice A’. Protoze tato matice je
schodovita, plati

1<k <k<---<k,<n.

Nyni najdeme feSeni ,,odzadu®:

p-ta rovnice ma tvar
/ / Y
U, Thy + 0 F T = b

(Pokud k, = n, pak md tvar a,; z, = b, neboli a, ,x, = bj,.)

, b : ) L .
Zvolime xy, = a;:p a z; = 0 pro ¢ > k,. To je mozné, protoze
ay,x, 7 0. PIi této volbé bude p-td rovnice splnéna.

Déle se podivame na (p — 1)-tou rovnici. Ta ma tvar
al T+ +ad Ty +o+a_x, =
p—1kp—1"kp-1 p—1kp~kp p—1n?n = Up-1-

Dosadime jiz difve urcené hodnoty neznamych z; pro ¢ > k, a
zvolime x; = 0 pro k,_1 < i < k,. Tim rovnice piejde na tvar

/ / o
p—1,kp_1 Thp—1 + Ap—1,kpyThy = Op—1>

kde hodnotu zy, jiz zndme. Protoze a;,_, , # 0, snadno z této
rovnice vyjadiime xy,_, .

A tak pokracujeme dale az k prvni rovnici a najdeme n-tici zq, . . ., x,,
ktera je TeSenim soustavy.

Postup lze shrnout takto: Za neznamé x;, kde 7 neni jedna z hodnot
ki, ..., kp, zvolime hodnotu 0. Pii této volbé z rovnic postupné
vyjadifme (jednoznacné) wy,, T, ., ..., %k, piitom postupujeme
odzadu — od p-té rovnice k prvni.

Ilustrace dukazu implikace (2) = (1) na prikladu: Necht

12031 7|1
n 100310 1/0
B =10900 00 52

0000000



Hodnost matice soustavy i rozsifené matice soustavy je 3. Této
matici odpovida soustava

1 + 224 + 324 + x5 + Tws =1
3333—1-5134 +$6:0
5%6:2

Ze treti rovnice dostaneme xg =

(SN

Pro teseni druhé zvolime z, = x5 = 0 a dosadime jiz uréenou
hodnotu zg. Dostaneme rovnici

2
31’3+g:0,

odkud spocteme x3 = —%.
Pro teseni prvni rovnice dosadime jiz uré¢ené hodnoty a zvolime
r9 = 0. Dostaneme rovnici

I1+€:1;

odkud spocteme z; = —=.

ul©o

Jedno z feseni je tedy

|
oo

(@)
Gl

Gl © O,

Poznamka k dikazu implikace (2) = (1): Uvedeny postup ukazuje,
jak lze nalézt jedno feSeni soustavy. Nalezeni vSech feseni sou-
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popsaného postupu. O tom vice na jiném misté.

e Jaky je vyznam této véty:

Ekvivalence (1) < (3) je snadnym dusledkem definic, jak je patrné
z jejitho dukazu. Pro praktické pocitani pouzitelna neni, jeji vyznam



je spiSe teoreticky, umoznuje lepsi pochopeni toho, co znamena teseni
soustavy (S).

Ekvivalence (1) < (2) naproti tomu formuluje to, s ¢im se pii prak-
tickém pocitani setkavame. Pokud soustavu fesime metodou eliminace,
po pievedeni na schodovitou matici je jiz zfejmé, zda TeSeni existuje
nebo neexistuje.

e Jind moznost dukazu: Vidéli jsme, ze ekvivalence (1) < (3) je snadnym
dusledkem definic. Lze si rozmyslet, ze ekvivalence (2) < (3) je nepfilis
obtiznym dusledkem definic a toho, ze hodnost matice a matice trans-
ponované (neboli fadkova a sloupcova hodnost matice) se rovnaji. Tak
by bylo mozné vétu také dokazat. Nevyhodou je, ze tento postup je
abstraktnéjsi a neddva zadny navod, jak néjaké feseni najit.

Cuiceni: Ukazte, Ze rozsirend matice soustavy sice muze mit vétsi hodnost
neZ matice soustavy, ale nejvice o 1.

K Veété VI.17 a jejimu dusledku:

e Tato véta se zabyva pouze specialnim piipadem: Je-li pocet rovnic a
pocet neznamych stejny a navic matice soustavy je regularni, pak dava
alternativni vzorecek pro feseni.

e Dukaz Vety VI.1T:

Necht Az = b. Ozna¢éme a4, ..., a, sloupce matice A. Z definice mati-
cového nésobeni plyne

ria; + Toag9 + -+ 2,0, = b

(viz dukaz ekvivalence (1) < (3) Véty VI.16).

Ukazeme, jak z toho vztahu vyjadiime 1, ..., x,. Nejprve to udélame
pro x; a pak vysvétlime, ze ostatni pripady jsou analogické.

7 uvedené rovnosti plyne, ze
ria1 — b+ x0a9+ -+ x,a, = 0.
To lze prepsat jako
1-(xia1—b)+x9-a2+ -+, a,=o0.
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Maéame tedy linearni kombinaci vektoru
T1a, _ba as,...,Qan, (*)

ktera je rovna nulovému vektoru. Tato linearni kombinace je netrividlni,
protoze koeficient u z1a; — b je nenulovy (je totiz roven 1). Proto jsou
tyto vektory linearné zavislé.

Vezméme si nyni matici C, jejiz sloupce jsou pravé vektory (k). Pak
C je ¢tvercova matice tadu n, jejiz sloupce jsou linearné zavislé. Proto
neni regularni.

(Pouzivame, Vétu VI.7 a fakt, ze fadkova i sloupcova hodnost se sho-
duji. Lze postupovat i jinak, bez pouziti tohoto faktu: Matice C ma
linedrné zavislé sloupce, tedy matice CT mé linedrné zavislé tadky.
Proto h(CT) < n. Tudiz, podle Véty VI.7 matice C* neni reguldrn.
Proto podle Véty VI.4(b) ani C neni reguldrni.)

7 Vety VI11 je tedy det C = 0.

Pripomenme, ze
C= (xlal—b as ... an),

kde jsou vyznaceny sloupce matice. Podle sloupcové varianty Lemmatu
VI.9 dostaneme

0=detC =det(xria; as ... a,)+det(=b as ... a,).

Aplikaci sloupcové varianty Véty VI.10(ii) dostaneme

0=uz1det(a; as ... a,)—det(b ay ... a,),
tedy
det(b ay ... a,)
Ty = )
det(a; as ... ay,)

cOZ je presné vzorec pro xy ze znéni veéty.
Vzorce pro ostatni nezndmé se odvodi podobné:
Necht j € {1,...,n} je libovolné. Pak

ri-a+--+xjg-a1+1-(zja; —b)+xj a0+ -+, a, =0,



tedy vektory
a,...,a;_1,T;@; — b, Aji1,...,0Qy
jsou linearné zavislé, a proto
det(a1 e Qi Tja — b a1 .- an) = 0.
S pouzitim sloupcovych variant Lemmatu VI.9 a Véty VI.10(ii) analo-
gicky jako vyse dostaneme

. det(a1 N 7| b (0 7ES I an)

Jj — )
det(a1 e Qi A Qg . an)

coZ je presné vzorec pro x; ze znéni véty.
Vyznam Véty VI.17: Jak uz bylo feceno vyse, piinosem této véty je
dalsi explicitni vzorecek pro feseni.

Tento vzorecek vSak neni piilis vhodny pro praktické poécitdni (pro
n = 2 je velmi jednoduchy, ale pro vyssi n neni jeho pouziti efektivni).

Vyznam je spiSe teoreticky — je dulezité, ze takovyto vzorecek existuje a
plyne z ného naptiklad dusledek Véty VI.17 o tom, ze ,FeSeni soustavy s
danou regularni matici spojité zavisi na vektoru pravych stran“. Tento
dusledek plyne z Véty VI.17 a poznamky z oddilu VI.4 o spojitosti
determinantu jako funkce n? proménnych.

Dalsi aplikaci Vety VI.17 je vzorec pro vypocet inverzni matice:

Je-li A reguldrni matice, pak inverzni matice A~! spliiuje AA~! = L.
Tedy
A - (j-ty sloupec A™") = (j-ty sloupec I).

Piitom j-ty sloupec I je vektor e;, ktery ma na j-tém misté cislo 1 a
jinde m& nuly.

Proto j-ty sloupec matice A™! je feSenim soustavy
Az = e;,
tedy matice A~ m4 (podle Véty VI.17) na misté ij prvek

det(a; ... a1 € @iy ... a,) (—1)"detAy

det(a; ... ai_y a; a;y ... a,) det A ’

kde rovnost plyne z rozvoje determinantu podle i-tého sloupce (Véta
VI.14).
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